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RESUM

Aquest llibre cobreix tots (o quasi tots) els continguts habituals en un
primer curs d’algebra lineal, des del punt de vista que considere adequat
per a presentar la materia. Comencem estudiant els vectors i les matrius,
en principi com a eines adequades per estudiar els sistemes d’equacions
lineals. A la segona part estudiem els espais vectorials, I'ortogonalitat i
les aplicacions lineals (en aquestes dues parts fem servir les operacions
elementals i les matrius elementals per a justificar molts resultats i per a
resoldre quasi tots els problemes). La part tercera la dediquem a la
factoritzaci6 en valors singulars i a la diagonalitzaci6 i fem notar que la
descomposicié en valors singulars ens proporciona la millor descripcio
de qualsevol aplicacio lineal entre els espais K" i K™, La part quarta conté
les solucions de tots els exercicis.
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INTRODUCCIO DESTINADA (SOBRETOT) A PROFESSORS

You are allowed to lie a (ittle,
but you must never mislead

Paul Halmos

Els darrers anys els qui ens dediquem a la docéncia en el camp de I’algebra
lineal hem anat modificant-ne els continguts i els punts de vista, en part per 'evo-
Iuci6 del format dels estudis universitaris, pero també (i molt més) per I'impacte
dels canvis tecnologics, especialment els informatics, quant a la nostra capacitat
real d’aplicar les matematiques a problemes de grans dimensions (sense fer servir
recursos de grans dimensions). Amb aixo no vull dir que I'objectiu d'un primer
curs d’algebra lineal siga el de tractar aquest tipus de problemes; més que d’abor-
dar els problemes numerics, es tracta de conéixer 1’algebra lineal d’'una manera
adequada per a després estar en disposicié d’entendre les estratégies numeriques
(potser en un curs d’algebra lineal numeérica o potser en diverses matéries que
la fan servir). L'algebra lineal no és el mateix que 1’algebra lineal numeérica, pero
una comprensié correcta de la segona depén molt de com enfoquem la primera.

Parlant de matematiques (i passeu-me les exageracions), hi ha dos tipus de
llibres de text: uns de molt grossos, amb moltes pagines i grans dimensions que
diuen molt poques coses, pero que les expliquen molt bé, amb tots els detalls
i forca exemples; els altres, petits, amb poques pagines, dimensions reduides i
una tipografia menuda, que diuen moltes coses, perfectament justificades i que
als estudiants els costa molt d’entendre. En el limit, ens trobariem amb un llibre
molt petit, que ho diu tot, ho defineix tot amb precisioé i ho demostra tot, o amb
un patracol grandissim que no diu res, no defineix res i no demostra res. Aixi
que he intentat fer un llibre de dimensions mitjanes, que diga algunes coses, que
les justifique d'una manera adequada per al public al qual va dirigit, que cobrisca
els aspectes basics de la matéria, els que a la practica s’inclouen habitualment en
un primer curs en el nostre entorn universitari.

He escrit aquest llibre pensant en un public potencial molt ampli: qualsevol
estudiant que haja de fer un curs d’algebra lineal, ¢co és, qualsevol estudiant de
ciéncies o enginyeria, la qual cosa implica que haura de satisfer unes necessitats
ben diverses. Aixi que la qiiestié és aquesta: com hem d’escriure, si escrivim
matematiques per a estudiants (no necessariament per a estudiants de matemati-
ques, pero també)? Que hi hem de dir i com ho hem de dir? La citacié de Halmos
que obre aquesta introducci6 amaga I’essencia de la qliestié: Esteu autoritzat
a dir alguna petita mentida, pero el que no podeu fer mai és enganyar. No és
necessari (ni una bona idea) que justifiquem absolutament i perfectament tot
el que diem; pero el conjunt ha de ser rigoroés i, basicament, ben justificat. En
aquest llibre es justifica tot (o quasi tot) el que es diu,! pero s’hi posa més émfasi

I'Unes vegades, 'enunciat d’una propietat va seguit d’'una demostracio explicita; altres vegades, pero,
hi ha un raonament previ a I’enunciat que el fa evident. I, en algun cas, les demostracions es troben
en un annex al final de la llico, per tal de fer-les opcionals sense interferir el discurs principal. I
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en el significat dels conceptes, en la utilitat d’aquests conceptes i en els métodes
de resoluci6 dels problemes que no en les propietats i les demostracions. També
és Halmos qui diu que

El problema basic a 'hora d’escriure matematiques és el mateix que
el d’escriure biologia, el d’escriure una novella o el d’escriure les ins-
truccions per muntar un clavicembal: el problema és comunicar una
idea. Per fer-ho i fer-ho clarament, heu de tenir alguna cosa a dir i
haureu de tenir algti a qui dir-ho, heu d’organitzar el que voleu dir i
organitzar-ho en l'ordre en qué voleu que es diga, ho heu d’escriure,
reescriure i tornar-ho a escriure diverses vegades, i heu d’estar disposat
a pensar i treballar molt en detalls mecanics com la diccio, la notacio i
la puntuacio. Aixo és tot el que hi ha...>

He intentat seguir el consell: pensar que és el que vull dir (si se suposa que
parlem d’algebra lineal) i en qui vull que ho llegisca. I escriure-ho i reescriure-ho
tant com calga, mirant també de no destrossar massa I'idioma.

Abans de comencar a escriure’l, vaig llegir molts llibres de text d’algebra lineal,
que han influit poderosament (si més no quant als punts de la matéria que crec
que convé marcar com a basics, o —equivalentment- sobre quins son els continguts
que convé destacar) en aquest llibre.

CONTINGUTS

Parlem dels continguts. Enrealitat, més que els continguts, el que pot ser discutible
és l'ordre en que els presentem, aquests continguts (i la importancia que els
atribuim). Perqué aquesta ordenaci6 condiciona, i molt, la manera en qué els
presentarem. Si trieu a I’atzar un llibre de text d’algebra lineal, és possible que
trobeu un index com aquest: Teoria de conjunts; grups, anells i cossos; espais
vectorials; aplicacions lineals; matrius i determinants; sistemes d’equacions lineals;
espai vectorial euclidia; diagonalitzacio. Un index com aquest respon a una visio
diguem-ne tradicional de la matéria (o, més que de la matéria, de ’enfocament
amb que cal presentar-la).

Els dos primers items d’aquest index no sén propis de I'algebra lineal. Jo
no ho he fet, pero no posaré cap objeccié a una introduccio lleugera a la teoria
intuitiva de conjunts, que assegure que I’estudiant sap que signifiquen els simbols
€, C, U, N1y, queé és una aplicacio i poca cosa més, simplement perque els

també hi ha coses que no es demostren, especialment algunes propietats més o menys immediates
0 quan la prova consisteix en una comprovacié tediosa.

2The basic problem in writing mathematics is the same as in writing biology, writing a novel, or
writing directions for assembling a harpsichord: the problem is to communicate an idea. To do so,
and to do it clearly, you must have something to say, and you must have someone to say it to, you
must organize what you want to say, and you must arrange it in the order you want it said in, you
must write it, rewrite it, and re-rewrite it several times, and you must be willing to think hard about
and work hard on mechanical details such as diction, notation, and punctuation. That’s all there is
to it... P Halmos, How to write mathematics, Enseign. Math. (2) 16 (1970), 123-152.
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gargots que dibuixa el professor no li semblen escriptura jeroglifica o sanscrita.’
En algun moment cal transmetre a ’estudiant les idees basiques sobre conjunts i
aplicacions i, com que en la majoria d’estudis de ciéncies o enginyeria, al nostre
pais, no hi ha una materia de matematica basica, un primer curs d’algebra lineal
és un lloc tan bo com qualsevol altre per a incloure-les.

Pero parlar d’estructures algébriques, simplement perque un espai vectorial
és un grup abelia amb una operaci6 externa sobre un cos, és absolutament
innecessari, sobretot, perque 1'algebra lineal és alguna cosa diferent d’'una part
de I'algebra.

La resta del llibre inclouria, més o menys, els continguts raonables en un
curs d’algebra lineal, pero els presenta en un ordre que implica un nivell d’abs-
traccié contrari al que des d’un punt de vista pedagogic sembla recomanable,
perque la manera en que s’organitzen els continguts no és precisament la més
amigable: desenvolupar una teoria d’espais vectorials i aplicacions lineals per a,
després, resoldre un sistema d’equacions lineals és perfectament coherent, pero
dubtosament pedagogic.

Es per aixo que, en un text modern, és més probable que els continguts
siguen, aproximadament, sistemes d’equacions lineals i matrius; determinants;
espais vectorials i aplicacions lineals; diagonalitzacio; productes escalars i espais
euclidians. Amb algunes matisacions, aquesta és I'estructura d’aquest llibre.

He retardat la presentaci6 dels determinants fins al moment que estudiarem
la diagonalitzacio; i he situat aqui els determinants per dos motius: perque no té
massa sentit fer-los servir per atacar problemes que amb 1'is de les operacions
elementals es resolen d’'una manera molt més eficient i perqué quan de veritat els
farem servir és quan calcularem els valors propis. Es cert que podem prescidir-ne
per complet (dels determinants),* perd em sembla que tampoc no cal bandejar
per complet una eina que I'estudiant (segurament) ja coneix, que li resultara util
en altres materies i que ens proporciona una justificacioé directa del fet que els
valors propis son les arrels de ’equacio caracteristica.

En canvi, el producte escalar (en K") I'introduesc des del primer moment, com
una operacio entre vectors, perque d’aquesta manera les qiiestions geometriques
van sempre de la ma de les algeébriques. I una altra decisi6 important que he pres
ha estat de treballar sempre amb nombres reals o complexos; perque, excepte en
allo que fa referéncia a la diagonalitzaci6, no hi ha cap diferencia significativa
entre el cas real i el complex, aixi que un plantejament del tipus treballem amb
nombres reals fins que arribem cap al final del curs i llavors diem que tot el que
hem fet fins ara també és valid amb nombres complexos no aporta res a la facilitat
de comprensio per part de I'estudiant.’

3La notaci6 matematica —que basicament és la notacio de la teoria de conjunts— és ben 1til per
assegurar precisio (i concisid) en allo que s’escriu, pero quan la fem servir extensivament per
comunicar-nos amb algt que no la coneix bé, el que hauria de ser clarificador es converteix en un
entrebanc.

4Vegeu, per exemple, I'article Down With Determinants, de Sheldon Axler, o el llibre del mateix autor
Linear Algebra Done Right.

5Tot i aix0, a quasi tots els exemples i exercicis treballem amb nombres reals (enters o racionals, de fet).
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L’he dividit en quatre Ilibres (parts), nou capitols i trenta-dues llicons, tot
i que, realment, la unitat didactica important és la llicé. D’aquestes llicons, la
primera (la llic6 zero) més que una llic6 és el recull d’'uns quants problemes on
s’apliquen les técniques que exposarem al llarg del curs; i les llicons 1, 2, 25 i
29 son opcionals (les dues primeres contenen alguns prerequisits; la 25 tracta
les aplicacions classiques dels determinats i, la 29, la forma reduida de Jordan,
que pot no ser inclosa al curs). També es pot evitar la llic6 21 (espais vectorials
euclidians), pero em sembla interessant incloure-la pel fet que realment aquests
espais (més que no pas els espais vectorials) son la generalitzacié dels espais
K" i perqué en molts problemes d’optimitzacio els valors optims estan lligats a
I'ortogonalitat.

Els tres primers llibres es corresponen amb tres punts de vista possibles a
prop del que és I'algebra lineal (I'estudi dels sistemes d’equacions lineals; el dels
espais vectorials i les aplicacions lineals; 'art de factoritzar matrius de diverses
maneres):

El llibre primer, Ax = b, tracta els sistemes d’equacions lineals i les matrius: en el
capitol primer posem tot I'émfasi en I'algorisme de Gauss-Jordan que presentem
inicialment com una manera simple pero estructurada de reduir un sistema
lineal a una forma en la qual la discussio6 i la resoluci6 siguen trivials, pero que
immediatament interpretem com una aplicacioé sistematica de les operacions
elementals i els productes per matrius elementals; en el segon capitol, estudiem
especialment les matrius inverses i les matrius relacionades amb la geometria, és
a dir, les matrius hermitiques i les unitaries.

Els meus objectius, en aquesta primera part, son de convéncer I'’estudiant que
discutir (i resoldre) un sistema lineal és justificar que un vector és combinaci6
lineal d'uns altres vectors donats (i trobar els pesos d’aquesta combinaci6 lineal);
que l'operaci6é important és el producte matriu-vector (perqué una matriu és
una llista de vectors i aquest producte és una combinaci6 lineal); que les ope-
racions elementals, que son I’eina basica dels algorismes d’esglaonament, son
multiplicacions de matrius (aixi que els algorismes del tipus Gauss son en realitat
multiplicacions de matrius); i que les matrius diagonals i les triangulars son
utils perqué ens faciliten la resoluci6 dels problemes, pero les matrius unitaries
(o ortogonals, si pensem en termes reals) son les més importants perqueé els
conjunts de vectors ortonormals s6n els més adequats en termes geometrics.

A més, hi he inclos un capitol zero, amb dues llicons opcionals on presentem
els dos prerequisits Unics de I'assignatura: els nombres complexos i els polinomis.
Es possible que molts alumnes no coneguen (o no tinguen gaire seguretat amb)
els nombres complexos; els polinomis si que els han estudiats, pero aquest curs
requereix que I’estudiant tinga perfectament clar que és el que diu el teorema
fonamental de I’algebra i quin és el seu significat en termes de factoritzaci6 de
polinomis.

El llibre segon, f(Xx) = AX, estudia els espais vectorials i les aplicacions lineals;
en el cas dels espais vectorials, comencem, al capitol tercer, amb els espais K"
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i els seus subespais i mostrem els quatre subespais que es dedueixen de ma-
nera natural d’'una matriu; dediquem un altre capitol a les qiiestions relatives
a 'ortogonalitat (complements ortogonals i projeccions, minims quadrats i la
factoritzacié QR); finalment, al capitol cinque, definim els espais vectorials ge-
nerals (sempre sobre els nombres reals o complexos), els espais euclidians i les
aplicacions lineals. El capitol cinqué és el més abstracte del curs, pero I'estudiant
no hi deuria trobar gaire problema en estudiar-lo, atesos els coneixements que ja
ha adquirit.

Quins objectius hauriem d’assolir al llibre segon? primer de tot, mostrar
que K" és un espai de dimensio n i que aixo vol dir que totes les bases tenen
" vectors; que un espai és un conjunt de vectors en el qual es poden fer com-
binacions lineals; quins subconjunts de K" s6n subespais i quines dimensions
tenen; que una matriu qualsevol defineix quatre subespais, les dimensions dels
quals venen determinades per les dimensions i el rang de la matriu; i quines
relacions d’ortogonalitat hi ha, entre aquests subespais; aix0 ens porta a un segon
bloc d’objectius: la relacié entre 'ortogonalitat (i I'aproximacié optima) amb
el problema de minims quadrats, entés com la cerca de la millor solucio d’'un
sistema incompatible. Finalment, presentar les aplicacions lineals i els problemes
de canvi de base.

El llibre tercer I'he titulat A = UXV*. Aquest titol és, diguem-ho aixi, una decla-
racio de principis: d’'una manera o una altra, en qualsevol curs d’algebra lineal
s’estudia la diagonalitzaci6 (i, de vegades, la forma reduida de Jordan); pero la
descomposici6é en valors singulars sol associar-se a I’algebra lineal numerica i
gairebé mai no forma part del curriculum de I'assignatura diguem-ne basica. Des
del meu punt de vista, la millor manera de culminar el curs és explicant que (si
més no, en els espais euclidians de dimensio6 finita) una aplicacio6 lineal sempre
és un isomorfisme entre dos subespais (els espais fila i columna d’una matriu
0, si voleu, I'ortogonal del nucli i la imatge de I'aplicacio) i que, si escollim les
bases de manera adequada, aquest isomorfisme transforma una base ortonormal
(de I'espai fila) en una base ortogonal (de I’espai columna). I, com que les millors
bases son les ortonormals i les millors matrius les diagonals, la factoritzacié en
valors singulars és un final perfecte.

L’objectiu principal d’aquest bloc darrer és d’entendre la diagonalitzacio i
la factoritzacié en valors singulars d’aquesta manera, és a dir, que les bases
de vectors propis i les de vectors singulars son les que descriuen més bé les
aplicacions lineals.

El llibre conté tres capitols on estudiem els determinants, la diagonalitzaci6 (i
les seues aplicacions) i la factoritzaci6 en valors singulars (i la pseudoinversa).

Al cos del text principal s’inclouen forca exemples que justifiquen les idees i
les propietats, pero que també son models de resolucio dels exercicis. Molts dels
exercicis que hi ha a cada llicé s6n semblant als exemples que hi hem mostrat,
pero la millor manera que té 'estudiant d’assegurar-se que coneix la matéria és
resolent aquest tipus d’exercicis.

El llibre quart conté les solucions detallades de tots els exercicis.



Xii Introduccio

QUESTIO DE NOMS (I DE NOTACIONS)

Malauradament (o no), tots tenim les nostres manies i, en alldo que fa als noms
i als simbols, no hi ha un consens totalment generalitzat. Jo intente fer servir
la nomenclatura més general i, alhora, la que em sembla més amigable per a
I'estudiant. Com que les dues coses son incompatibles, segurament he pres
algunes decisions discutibles.

Aquestes en son algunes:
Uy

, , - u N
- Un vector de K" és una llista de nombres, una columna, 1 = 2|, Pero,

un
per comoditat i estética, el podem escriure com i = (uy, Uy, ..., Uy).

- Els vectors els represente amb una lletra amb una fletxa a sobre: ii. Perque
la negreta minuscula és irreproduible quan escrivim a ma (algu fa servir la
negreta de pissarra —com ara, u— pero no €s un us generalitzat) i, sobretot,
perque la intuici6é que els vectors sén segments orientats és ben adequada.

- Per representar les matrius faig servir majuascules de pal sec, com ara, A
(pero la matriu identitat és I).

- Una matriu és d’un arranjament rectangular de nombres, pero és millor
veure-la com una llista de vectors.

Aixi que estenc a les columnes (que son vectors) el costum de representar
les entrades de la matriu A amb la minuascula corresponent al nom de la
matriu (d,, d»,...). Les files no son vectors, aixi que les represente amb la
majuascula (A;, Ay, ...):

a;; dpp o Al A,

a a a - - - A
A= 21 22 2n | _ [a1 i, an] _ 2

Am1 Am2 " Amn Am

- Com que les matrius elementals es fan servir forca en aquest llibre, és
molt convenient fixar-hi una notacio: E;;, E;(c) i E; j() representen la
permutacioé de dues files, I'escalat d’una fila i la suma d’'un multiple d'una
fila a una altra fila en la matriu identitat.

Aquesta notacioé és una mica defectiva, perque no s’hi té en compte I'ordre
de la matriu, pero escriure coses com E,, ; ;(o) em sembla excessiu.

- Els conjunts, en general, els escric amb majuascules italiques (S, per exemple),
pero per a les bases gaste les caligrafiques (B).

- El teorema de Rouché és de Rouché (aixo de Rouché-Frobenius s’ho inventa
Rey Pastor, i només es diu als paisos hispanics).
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