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Prefacio

La idea de escribir un libro de filtros desde el punto de vista académico, puede pa-
recer mala debido a que los filtros tienen un objetivo final eminentemente practico.
El enfoque de tipo “manual de instrucciones” suele imponerse en las empresas que
se dedican al diseno y la fabricacion, y no en un libro de texto. Aplicar recetas que
resuelvan el problema y minimicen el tiempo de produccién es su objetivo final.
Cada profesional ha intentado seguir sus criterios, y lo que ha aprendido de otros
profesionales. Sin embargo, en tiempos recientes, el diseno de filtros ha cobrado in-
terés por la aparicion de nuevas técnicas de diseno y la mejora de otras existentes.
Una uniformidad de conceptos, notacion, criterios y sobre todo de conocimientos
del proceso, se ha revelado como una arma muy potente para acabar con el caos
imperante en las metodologias propias de la empresa privada.

El uso de una convencién tnica de polinomios y de parametros a representar ha
destapado unas carencias que existian en la teoria de filtros “clasica”, y que recien-
temente se han subsanado. Por ejemplo, el diseno de las respuestas en magnitud
(teorema del filtro analdgico) ha sido durante mucho tiempo el método habitual
de diseno. El desprecio de la fase ha destapado la violacién de la unitariedad en
disefios sobre el papel (por la omisién de una constante compleja) que luego se
subsana en la fase de producciéon de forma injustificada. Otra justificacion que me
animo a escribir el libro es la laxitud de algunos profesionales al hablar de términos
referentes a filtros. Decir que el filtro tiene N polos, y senalar los ceros de reflexion
en un analizador de redes, diciendo que esas son las frecuencias de los polos es
algo que, aparte de ser completamente falso, siempre me ha resultado molesto. Mi
justificacion final viene dada por la tendencia del profesional, no dedicado al mun-
do académico, de ocultar sus métodos y técnicas para poder hacer a su empresa
supuestamente mas competitiva. Esos métodos, a veces, se transmiten mal o, en
el peor de los casos, no son correctos y en ningtin caso benefician al progreso de
la técnica. Por todo esto, considero que un libro con los conceptos fundamentales,
asentados sobre una notaciéon estandar moderna, puede ayudar tanto a estudiantes
como a profesionales.
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La ingenieria de comunicaciones se ha ocupado del filtrado desde que los ingenieros
se dieron cuenta del simple hecho que el espectro radioeléctrico es un bien escaso.
En palabras de Leo Young':

... El espectro de microondas es un recurso finito el cual debe ser di-
vidido, cuidado y tratado con respeto. Y aqui es donde aparecen los
filtros de microondas.

Aunque este libro esta dedicado al estudio de principios generales de filtros, el
hecho de que muchas aplicaciones de comunicaciones se encuentren en el campo
de las microondas (o en general de la alta frecuencia donde los circuitos cléasicos
no son viables), ha supuesto que muchas técnicas se hayan desarrollado ex-profeso
para ese campo. Algunas de ellas seran tratadas por su interés y por la genialidad
e inventiva de sus autores que han conseguido empujar la tecnologia mas alla de
lo que algunos pioneros consideraban factible.

Este libro no se ha centrado exclusivamente en los conceptos de procesado de senal,
que suelen ser méas conocidos, sino que se ha anadido una perspectiva desde el punto
de vista de las microondas. Esto ha implicado que en muchos apartados se vea la
necesidad de utilizar, no so6lo la funcién de transferencia tipicamente asociada al
concepto de pardmetro de transmision, sino también el pardametro de reflexion.
En la mayoria de los casos, utilizar dos pardmetros relacionados entre si, permite
dar un giro mas simple a desarrollos que de otra manera serian innecesariamente
largos.

Espero que este libro sirva principalmente a alumnos de cursos avanzados que quie-
ran profundizar sobre conceptos que, aunque fundamentales, no han sido tratados
con detalle en los cursos correspondientes donde el concepto de filtro aparecié por
primera vez.

Espero que el lector lo lea sin prisas. Todo lo escrito tiene su intencién. Los desa-
rrollos, algunas veces muy largos, recogen técnicas que posiblemente al lector le
sean conocidas pero en algunos casos no sera asi (funciones elipticas, fracciones
continuas, etc.). Para hacer el libro mas auténomo, se han detallado en cada apar-
tado los pasos a seguir. Ello conlleva manejar una gran diversidad de técnicas y la
probabilidad de ser poco preciso o deslizar errores aumenta con el tamano de la
obra y su nivel de detalle. Espero que si el lector encuentra errores, de los cuales
asumo toda la responsabilidad, me lo haga saber para mejorar el texto en lo posi-
ble. El trabajo de mecanografiado de un texto técnico siempre es delicado y, para
muchos, una tarea ingrata.

ILeo Young muri6 el 14 de Septiembre de 2006. El Dr. Young, un experto en tecnologia de
microondas, con 20 patentes, publico numerosos articulos y fue autor, co-autor o editor de 14
libros incluyendo “Microwave Filters, Impedance-Matching Networks and Coupling Structures”
(1964). El libro ha sido considerado “la biblia” para los expertos en el campo.
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El contenido del libro puede resumirse por capitulos ordenados légicamente:

Las capitulos 1, 2 y 3 estan referidos a la definicién de términos, condiciones que
debe cumplir un filtro y relaciones que podemos deducir entre las diferentes formas
de escribir la respuesta teérica de un filtro.

Los capitulos 4 y 5 estdn dedicados a los filtros més usados en la actualidad. El
capitulo 4 esta dedicado a los filtros sin ceros de transmisiéon (los mas antiguos)
y el capitulo 5 a los filtros con ceros de transmision que conllevan una mayor
complejidad en las funciones de transferencia.

El capitulo 6 describe las transformaciones que sufre cualquiera de los prototipos
de filtro expuestos en los capitulos anteriores para que la respuesta esté situada
en la banda de frecuencias de diseno deseada.

El capitulo 7 es un resumen de como se sintetizaban filtros bésicos en electrénica
antes de que la necesidad de usar frecuencias méas altas forzara la intervencion
de los inversores de inmitancia que aparecen en el capitulo 8. En el capitulo 8 se
introducen los inversores como solucion a las limitaciones de la sintesis expuesta
en el capitulo 7 y como forma de simplificar, escalar circuitos y poder usarlos a
frecuencias méas altas con disefios no concentrados.

En el capitulo 9 de disenan los filtros distribuidos tipicos de radiofrecuencia y mi-
croondas usando elementos como lineas de transmisién que no tienen sus pardme-
tros concentrados en un punto como las bobinas o condensadores, sino distribuidos
a lo largo de su estructura.

En el capitulo 10 se hace una introduccion al diseno actual de filtros usando reso-
nadores acoplados generalmente a través de elementos idealizados como inversores.
La formulacién con matrices de acoplo se describe de forma muy resumida para
poder mostrar la potencia y flexibilidad actual de la sintesis de filtros.

La cantidad de apéndices se ha hecho necesaria para poder explicar en profundidad
ciertos aspectos accesorios de los anteriores temas. Casi todos los apéndices tienen
ejemplos donde se muestra su utilidad y se justifica su existencia.

La experiencia docente en clases practicas, resolviendo problemas de disefio o en el
mismo laboratorio, te ensena que el diablo esta en los detalles. Pequenos errores o
imprecisiones pueden llegar a arruinar disenos o desperdiciar una cantidad enorme
de tiempo hasta encontrar una solucién, es por ello que he intentado ser muy
preciso, sobre todo en las definiciones. El lector juzgaré si lo he conseguido o he
fracasado en el intento.

Soy de los que piensan que no tiene sentido que se exponga una teoria sin un
ejemplo practico o un ejercicio para poder poner a punto las habilidades del lector.
Al fin y al cabo, la ingenieria es una disciplina préctica y no tiene sentido si no se
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puede aplicar y para ello hay que ejercitar al ingeniero. Los ejemplos dentro de los
temas y los ejercicios al final de cada tema, espero que aclaren muchos aspectos
del diseno de filtros.

Otro hecho que me motivé a redactar este libro, fue el esfuerzo que supuso buscar
la informacion fundamental sobre filtros requerida para labores de investigacion.
El lector, dada la dispersion de la bibliografia y la falta de libros de referencia
(muchos de ellos agotados y nunca reimpresos), puede llegar a vislumbrar en ello
cierta intencionalidad o al menos cierto oscurantismo en el campo de la sintesis y
el disefio de filtros. Muchas veces se dan cosas por supuestas (y no referenciadas)
como punto de partida de articulos cientificos sobre el tema y esas suposiciones
son demasiado criticas para poder obviarlas rdpidamente.

Sirva este esfuerzo para que se dé un poco mas de rigor y didactica al trabajo
encomiable que muchos ingenieros realizan en el tema, y que ese trabajo redunde
en una mayor difusion de resultados relevantes que de otro modo caerian en el
olvido.

Dr. Santiago Cogollos
Valencia a 4 de junio de 2016
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Capitulo 1

Introduccion

— Un tipo extrano. Habla de un modo preciso: claramente, sin
ambigiiedades, como cortando las palabras con una navaja.

[.]

— Un tipo cientifico.

Dune, Frank Herbert (1920-1986)

Eso es lo que todo autor de libros de texto técnicos desearia: hablar de modo
preciso y sin ambigiiedades. El hecho de utilizar un lenguaje cientifico ayuda mu-
cho. El tnico inconveniente, si se le puede reprochar algo a este tipo de lenguaje,
es el poco margen a la libre interpretaciéon que proporciona. A cambio, este mis-
mo lenguaje permite ir méas alla de lo que cualquier literatura fantastica permite
alcanzar: construir una tecnologia que a muchos les parece ciencia-ficcion. Este
lenguaje y la notacién que conlleva no esta exento de imaginacién ni de inventiva
y, aunque a muchos les pueda parecer arido, a la mente habituada le proporciona
una herramienta poderosa con la que diseccionar la realidad con un filo mejor que
el de cualquier navaja.

1.1 Conocimientos previos y notaciéon

Para la correcta comprension de este libro, se recomienda que el lector tenga unos
conocimientos bésicos de sistemas lineales, teoria de circuitos, lineas de transmi-
sion, electronica analogica y un cierto dominio del célculo y analisis (transformadas
de Fourier y Laplace). Para sistemas lineales y transformadas de Fourier y Laplace
el lector puede consultar (Oppenheim, Willsky y Hamid 1996). Para un curso de
circuitos (Parra 1991a) y (Parra 1991b) son una eleccién excelente. Finalmente,
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para lineas de transmision y temas afines a radiofrecuencia y microondas el texto
(Bara 1996) es una buena referencia.

Aunque muchos conceptos se intentan explicar desde su base, es un problema del
autor tener que establecer cuél es esta base, a partir de la cual construir todo el
arsenal necesario para que el lector pueda manejar con soltura los conceptos y
técnicas que se desarrollaran a lo largo del libro.

El bagaje técnico necesario suele ser bastante comun para alumnos de ingenieria
eléctrica, electronica o de telecomunicaciones, asi como ingenieria de sistemas de
control. Este libro esté dirigido a los que pretenden profundizar un poco en los
origenes del funcionamiento de los filtros de ondas y a sus conceptos béasicos, que
muchas veces se obvian en un primer contacto, con el objetivo de poder dar un
enfoque practico a los cursos de ingenieria.

Es intencién del autor explicar o, al menos, referenciar adecuadamente los concep-
tos mas importantes de la teoria de filtros.

A lo largo del libro se va a operar con numeros reales y complejos, y se utilizara
el lenguaje universal de las matematicas con las convenciones mas habituales. Un
pequeno resumen de los simbolos méas utilizados es:

= Notacién de conjuntos: el conjunto de los enteros se denota por Z, el de los
reales por R y el de los complejos por C.

= Los simbolos: V “para todo” o “para cualquier”; € “pertenece a”’; ~ “aproxi-
A e . . . . .
madamente”; = “igual por definicién”; — “tiende a”; = “implica”; < “si y solo
si”.
= Notacion compleja: j = +/—1; R{z} parte real de z; I{z} parte imaginaria
de z; z* conjugado de z; £z “angulo” o “argumento” de z; |z| “modulo” de z.

= Variables més comunes: f para la frecuencia; ¢ para tiempo; s para la variable
de Laplace; w para la variable de Fourier o para la pulsaciéon w = 27 f.

» Las matrices y vectores apareceran en negrita, A’ indica la traspuesta de la

matriz A, AT es la matriz transpuesta y conjugada de A y A~! su inversa.

Otros simbolos se iran definiendo a lo largo del texto asociados a conceptos de
filtros.

Finalmente, a veces se incluye la notacion O segin el contexto:

= La expresion N = O(p) significa que el orden de p es N si p es un polinomio
y N es un entero.
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= La expresion g = O(f) si f y g son dos funciones se interpreta, siguiendo la
notaciéon de Landau!, en el contexto de la ecuacién, que su comportamiento
es el mismo. De forma precisa:
g

g=O(f)<:>?=M

donde M es una constante. Por ejemplo si se dice que g(w) = O(w?) cuando
w — oo significa que

tm 29 _ oy

w—oo W

donde M < oo es una constante.

1.2 Propiedades de los filtros tratados

Un filtro es un elemento que discrimina una determinada frecuencia o gama de
frecuencias de una senal eléctrica que pasa a través de él, pudiendo modificar tan-
to su amplitud como su fase. El propoésito de los filtros es separar la informaciéon
de interferencias, ruido y distorsién indeseada. Este elemento se modela con su
funciéon de transferencia. Su representacion es una caja con tres ondas represen-
tando bandas. La banda inferior incluye f = 0 Hz la superior incluye f — oo y la
intermedia cualquier rango que no incluya ninguna de estas dos frecuencias. Si no
se especifica nada respecto a las bandas, lo habitual es usar el simbolo

|
&
|

Entre las caracteristicas basicas de un filtro (aunque se supone que esto es familiar
para el lector) estan los conceptos de:

Banda de paso: Es el margen de frecuencias que el filtro permite que pase a
su través sin apenas atenuacion o distorsién. Generalmente se caracteriza
por sus frecuencias limite inferior f; y superior fo. En la figura 1.1 aparece
sefialada la banda de paso de un filtro genérico.

!Edmund Landau (1877-1938) fue un famoso matematico aleman que hizo importantes con-
tribuciones a la matematica. En (Apostol 1989) se utiliza la notaciéon o mintscula para la formula
de Taylor. La notacién f(z) = o(g(x)) cuando x — a significa que limg;_q f(z)/g(z) = 0. En
(Apostol 2001) se emplean las dos notaciones O y o en el contexto de las sucesiones.
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Ancho de banda: Es simplemente la diferencia Af = fo — f1. En el caso de la
figura 1.1 Af =1 GHz.

Frecuencia central: Se denota por fy y se calcula generalmente como fy =
v f1f2 como se vera en el capitulo 6 y que para anchos de banda estrechos
es aproximadamente fo = (f1 + f2)/2. En el caso de la figura 1.1 tenemos
que fo ~ 4.5 GHz.

Ancho de banda relativo o fraccional: Es W = Af/ f;. Si se mide en porcen-
taje simplemente multiplicamos la anterior cantidad por 100. En el caso de
la figura 1.1 tenemos W = 22 %.

Banda atenuada: Rango de frecuencias que el filtro no permite que pase a su
través sin sufrir una atenuacion severa. En el caso de la figura 1.1 la banda
atenuada superior empieza donde la transmision es inferior a -40 dB hasta
f — oo y la banda atenuada inferior va desde 0 Hz hasta que la transmision
supera los -40 dB. En este caso el filtro se disené para que la atenuacién de
la banda atenuada fuera de 40 dB.

Banda de transiciéon: Rango de frecuencias entre la banda de paso y la banda
atenuada. La atenuacion no es muy elevada pero mayor que la requerida en
la banda de paso y menor que la deseada en la banda atenuada. Idealmente
se quiere que esta banda sea lo menor posible. Esta banda aparece senalada
también en la figura 1.1 (la inferior y la superior).

Se supone que el lector intuye qué es la atenuacion pero seré definida de manera
sisteméatica posteriormente en la ecuacion (2.42).

La clasificacion de los filtros en el dominio de la frecuencia atendiendo a sus bandas
de interés es de sobra conocida:

Filtros paso-bajo: dejan pasar la senal desde frecuencia nula hasta cierta fre-
cuencia f, denominada de corte® con una atenuacién baja dada por las espe-
cificaciones. A partir de esa frecuencia de corte, la sefial empieza a atenuarse
de forma gradual (banda de transicion) y finalmente se llega a la banda ate-
nuada donde la atenuacion es la requerida en las especificaciones. En la figu-
ra 1.2 aparece un filtro tipico donde la frecuencia de corte es f. = 1 GHz. Se
ha considerado que la atenuacion de 40 dB es la especificaciéon para la banda
atenuada. En este tipo de filtros no tiene sentido el ancho de banda relativo
porque se considera que la frecuencia central es fy = 0 Hz.

2Severa es un término relativo. La atenuacién requerida en la banda atenuada suele ser un
parametro dado al disenador y depende de la aplicacion.
3En inglés este término aparece como band-edge frequency.
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Figura 1.1: Filtro paso-banda con fi = 4 GHz y fo = 5 GHz. La banda de paso, de
transicién y atenuada aparecen senaladas. Al ser un filtro paso banda hay una banda de
transicion inferior y una superior asi como una banda atenuada superior e inferior.

Filtros paso-alto: dejan pasar las frecuencias altas desde una frecuencia de corte
hasta (tedricamente) frecuencia infinita. En la figura 1.3 se muestra una
respuesta tipica de un filtro de este tipo con f. = 10 GHz.

Filtros paso-banda: dejan pasar un rango de frecuencias desde f; hasta f5 sien-
do estas frecuencias 0 < f1 < fo < oo. Un filtro tipico de este tipo tiene
una respuesta como la que aparece en la figura 1.1 donde f; = 4 GHz y
f2=>5 GHz.

Filtros de banda eliminada: atentan una banda delimitada por las frecuencias
f1y fa donde 0 < f1 < fa < 0o que marcan el limite de las bandas de paso.
La banda atenuada se especifica, como siempre, dependiendo del caso. En la
figura 1.4 aparece la respuesta de un filtro de este tipo con f; = 4 GHz y
f2 = 5 GHz, la banda atenuada se ha marcado como limite a partir de una
atenuacién mayor de 40 dB.

Filtros paso-todo: dejan pasar todas las frecuencias pero modifican la fase de la
sefial. El modulo de una respuesta de un filtro paso-todo es totalmente plano
y por tanto la banda de paso, como tal, no existe porque “pasa todo”. Sin
embargo, en cierta banda util el filtro mantiene unas especificaciones sobre
la fase.
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Figura 1.2: Filtro paso-bajo con frecuencia de corte f. = 1 GHz. La banda de paso, de
transicién y atenuada aparecen senaladas. Se ha considerado que a partir de la frecuencia
con atenuacion de 40 dB (transmisiéon de -40 dB) empieza la banda atenuada.
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Figura 1.3: Filtro paso-alto con frecuencia de corte f. = 10 GHz. La banda de paso, de
transicion y atenuada aparecen senaladas. Se ha considerado que la atenuacion de 40 dB
(transmision de -40 dB) marca la banda atenuada.



1.2 Propiedades de los filtros tratados

0
. banda eliminada
m
Z
= I I
s 20 | l
4 | |
g 0 <+ f <— banda de paso — : : t«<— banda de paso — f — oo
g | !
<
= -40 [— banda de transicién banda de transicién —
-60
3 4 5 6

f (GHz)

Figura 1.4: Filtro de banda eliminada con frecuencias fi = 4 GHz y fo = 5 GHz. La
banda de paso, de transiciéon y atenuada aparecen sefialadas. Se ha considerado que la
atenuacion de 40 dB (transmision de -40 dB) marca la banda eliminada.

Aunque los tipos son variados, se vera mas adelante que sblo es necesario estudiar
los filtros paso-bajo normalizados (w. = 1 rad/s) y mediante transformaciones se
consigue obtener cualquier otro tipo de filtros.

A lo largo de todo el libro, los tipos de filtro que se van a tratar van a tener una
serie de caracteristicas comunes, todas ellas deseables desde el punto de vista del
analisis sistematico.

Suponemos una funcion de transferencia H(s) que es la relacion entre la sefial de
salida Y(s) y la senal de entrada X (s) donde s es la variable en el dominio de
Laplace.

Y(s)
X(s)

donde £L~Y{ H(s)} es la transformada inversa de Laplace de H(s), X (s) = £{z(¢)}
y Y(s) = L{y(t)} son las transformadas de Laplace de la entrada y la salida
respectivamente. En el dominio del tiempo, la salida es una convoluciéon de la
entrada con la funcion de transferencia y(t) = x(t) * h(t) (Blinchikoff y Zverev
2006). En la figura 1.5 se observan las relaciones mencionadas.

H(s) = = h(t) = L7 H(s)} (1.1)

Las suposiciones para la funcién de transferencia que utilizaremos para modelar
filtros serén:

LTI: La funciéon de transferencia es lineal e invariante en el tiempo. La linealidad
implica que si un filtro con entrada x;(t) provoca una salida y;(t) y si la



Capitulo 1. Introduccion

Dominio del tiempo

 —_———-——
>
~—~
-~
S—
>
)
~
S—
~
~—~
~
S—
>
)
-~
N—
*
=
)
-~
S—

r————-——~
e
—~
2]
~—
=
[N
~—
h<
—
2]
S~—r
I
=
—~
2]
SN—r
<
—
[N
~—

Dominio de Laplace

Figura 1.5: Funcién de transferencia y su relaciéon con la entrada y la salida en el
dominio del tiempo y en el dominio de Laplace.

entrada es una combinacion lineal de seniales de la forma

x(t) = Zai:ﬂi(t) (1.2)

la salida sera de la forma

y(t) = Zaiyi(t) (1.3)

La invarianza temporal indica que el filtro se comporta de la misma forma
con el tiempo. Es decir, si la entrada del sistema es x(t) y la salida es y(¢)
(simbolizado como x(t) — y(t)) entonces un desplazamiento temporal de la
entrada provocaria un desplazamiento temporal de la salida, es decir:

z(t) = y(t) = x(t —to) = y(t — to) (1.4)

Causal: La salida nunca se anticipa a la entrada. La salida en un instante ¢
dependeré de valores de la entrada anteriores a t.

Real: La funcion h(t) es real. Esta condicion se puede violar en filtros de micro-
ondas para conseguir respuestas con caracteristicas especiales como se veré
més adelante. Si no se especifica nada, asumiremos que h(t) es real.

Hay que anadir que, trabajar en el domino de Laplace, de Fourier o en el dominio
temporal, supone una ventaja en ciertos casos y un inconveniente en otros, debido
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Figura 1.6: Relacién entre los dominios del tiempo, de Fourier (o de la frecuencia) y de
Laplace.

a que la relacion entre unos dominios y otros se realiza a través de integrales
generalmente impropias.

La salvedad aparece en la conversion del dominio de Laplace al dominio de Fou-
rier. En nuestro caso, esta conversion sera inmediata por sustitucion (s = jw) si
las funciones tienen ciertas caracteristicas deseables que hacen que la integral de
Fourier y la de Laplace sean formalmente equivalentes (ausencia de singularidades
en el semiplano derecho del plano complejo). Esto provoca que se puede obtener
una funcion en el dominio de Fourier (en funcion de la frecuencia) con solo evaluar
la funcién en la variable de Laplace en el eje imaginario. La conversién de Fourier
a Laplace simplemente consiste en aplicar el principio de prolongacién analitica
(en un entorno sin singularidades) haciendo la sustitucion w = s/j. La relacion
entre dominios se puede ver graficamente en la figura 1.6.

Comtnmente se suele denominar dominio de la frecuencia al dominio de Fourier.
Al dominio de Laplace se le suele denominar también dominio de la frecuencia
compleja, dominio complejo o, algunas veces, dominio de la frecuencia cuando
esta claro por el contexto que s = jw.

1.3 Filtros como redes de 2 puertos

Los filtros son dispositivos de dos accesos (la entrada y la salida). En este libro se
van a tratar filtros pasivos y eso da propiedades adicionales a la funcién de trans-
ferencia, a la impedancia y, como no, a los parametros de dispersion (o parametros
S). También se va a considerar que, salvo que se diga lo contrario, los filtros van
a ser reciprocos (S12 = So21) y sin pérdidas.
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Figura 1.7: Red sin pérdidas conectada a un generador y una carga genéricos.

Un esquema general se muestra en la figura 1.7 donde el filtro puede estar conectado
a una fuente de senial de impedancia interna Rg y a una carga Ry.

La matriz de pardmetros S de un filtro es de tamano 2 x 2 con la propiedad de
unitariedad (S - S™*) que, eliminando las ecuaciones redundantes, proporciona las
siguientes relaciones importantes:

11?4 [Sa1[? = 1 (1.5a)
511551 + 512552 =0 (15b)

donde el asterisco indica conjugacion compleja. Como regla importante recordar
que ningun parametro de dispersion puede superar en modulo la unidad en una
red pasiva y sin pérdidas.

1.4 Relacién de parametros S e impedancias

La impedancia de entrada se puede relacionar con el parametro de dispersiéon Sp;

con la conocida relacion:
Zin - ZO

Zin + Zo
donde Zj es la impedancia de referencia del puerto de entrada. Asi mismo se puede
obtener la impedancia de entrada a partir del parametro de reflexiéon con:

p = 511 = (16)

1+p

Zin:Z
T,

(1.7)

y como la condiciéon de unitariedad (1.5a) relaciona ambos parametros, es posible
bajo ciertas condiciones relacionar la impedancia de entrada con S; que es el
parametro que proporciona la informacién sobre la transmisiéon del filtro.
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Este es un buen momento para recalcar que Si; y el pardmetro o coeficiente
de reflexién p no son exactamente lo mismo. Cuando se habla de parametros de
dispersion de una red siempre se elige para cada puerto (o de forma mas comin
para todos simultdneamente) una impedancia de referencia Zy con la que se supone
que se cargan los puertos. Los parametros de dispersion dependen pues de esa
impedancia. S1; es el parametro de reflexion de la red si la impedancia del acceso
1 es Zy, es decir
o Zin - Z()
Zin + ZO

Sin embargo, p es el coeficiente de reflexion de la red teniendo en cuenta que tiene
la forma que aparece en la figura 1.7 y, como la fuente suele estar representada
por su equivalente de Thevenin, la impedancia que se escoge es Rg y por tanto

S11 (1.8)

Zin - RS

== = 1.9
r Zin + RS ( )

Por ello, p = S11 si Rg = Zy. A lo largo del libro se consideraréa que éste es el caso
y por tanto no se va a hacer distincién entre p y Si;.

El problema de trabajar con impedancias o con parametros de dispersion se pre-
sentara frecuentemente en la teoria de filtros. Historicamente se empez6 a utilizar
la impedancia de entrada para sintetizar una red que proporcionara dicha impe-
dancia. Posteriormente a la invencion de los parametros .S, toda la teoria de sintesis
desarrollada pudo reutilizarse gracias a la relaciéon existente entre ellos. Ademas,
los parametros de dispersion se revelaron como una herramienta muy potente para
la obtencion directa de redes sin la necesidad de utilizar la impedancia de entrada
como medio necesario.

1.5 Pérdidas de retorno y pérdidas de insercion

Dos parametros muy importantes en el diseno de filtros de microondas son las pér-
didas de retorno RL y las pérdidas de insercién IL que suelen ser especificaciones
dadas al disenador, en unidades logaritmicas, en la banda de interés. Su definicién
es:

RL = -20 loglo |511| (1.10&)
IL =-20 loglo |521| (110b)

y sus unidades son dB. RL es la abreviatura inglesa de return loss e I L proviene de
la abreviatura de insertion loss. Como se ha dicho, las especificaciones de ambas
se suelen dar sobre la banda de paso del filtro ya que fuera de la banda IL es
simplemente la atenuacion en la banda atenuada y RL fuera de la banda de paso
es practicamente 0 dB. En capitulos posteriores se estudiaran algunas relaciones
que involucran a estas definiciones.

11
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1.6 Nota histérica: Darlington

Antes de que los filtros tuvieran un método de diseno evolucionado, el proceso
de sintesis era bastante embrollado. Requeria ajustes constantes y no tenia base
sisteméatica.

Sin embargo, parece que los primeros intentos de sintesis sistemética tuvieron lugar
en las primeras décadas del siglo XX cuando Karl Willy Wagner en Alemania y
George Ashley Campbell en los Estados Unidos trabajaron independientemente
en tales aproximaciones (Darlington 1999).

Otros métodos, en particular el de la sintesis por el método de las pérdidas de
insercion, se empezaron a desarrollar en la década de 1930 por Darlington (EEUU)
y Cauer (Alemania) de forma independiente con contribuciones de Brune. Ya en
los anos 30 y 40 empezaron a aparecer disenos de filtros activos entre los cuales H.
Bode tiene un papel destacado. De Cauer y de Brune hablaremos més adelante,
pero merece la pena detenerse en Darlington (figura 1.8) porque fue una figura
muy destacada en la historia de los filtros.

Paralelamente, los disenos de filtros se formalizaron. Una funciéon matemética lo
més deseable posible y, al mismo tiempo, realista se convirtié en el Santo Grial
para los pioneros del diseno. En 1930 Stephen Butterworth desarroll6 el primer
tipo. En los 1931 Cauer dio un golpe maestro al desarrollar los filtros elipticos*.
Posteriormente, en 1949 se desarrollaron los filtros de Bessel por Thomson. Los
filtros de Chebyshev, basados en los polinomios del conocido matematico ruso,
fueron desarrollados en los 1950s a partir del trabajo postumo de Cauer. Es curioso
que los filtros de Chebyshev, aunque se estudian después de los de Butterworth
en cualquier texto académico, fueron desarrollados mucho después de los filtros
elipticos cuya complejidad es la mayor alcanzada hasta el momento (Paarmann
2001). De hecho, hoy en dia se sabe que los filtros de Butterworth (maximalmente
planos en la banda de paso y atenuada), Chebyshev (rizado constante en la banda
de paso y monotonos en la banda atenuada) y Chebyshev inversos (maximalmente
planos en la banda de paso y rizado constante en la banda atenuada) son un caso
limite de filtros elipticos (rizado constante en la banda de paso y en la atenuada).

Siguiendo el hilo académico y no histérico, en este libro se van a estudiar los filtros
de Chebyshev antes de los elipticos. Otros filtros mas modernos se han desarrollado
haciendo que los filtros clasicos sean casos especiales de una clase mas general (por
ejemplo, los filtros ultraesféficos pueden incluir como casos particulares a los filtros
de Butterworth, Chebyshev y Legendre).

4Provoco (segiin confesé Darlington) que muchos ingenieros de la Bell buscaran informacién
en la biblioteca de Nueva York sobre las funciones elipticas, al demostrar que eran los filtros
mas 6ptimos en cuanto a rapidez de aumento de la atenuacién en la banda de transicién. Sobre
estos filtros hablaremos largo y tendido en el capitulo 5 para ver la belleza que entranan y la
complejidad que los acompana.
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Figura 1.8: Sidney Darlington nacié en Pittsburgh, Pennsylvania, el 18 de julio de 1906,
y creci6 en Nueva Inglaterra. Recibi6 su B.S. en Fisica, Magna Cum Laude, por Harvard
en 1928. En 1929 obtuvo su B.S. en ingenieria eléctrica del MIT, y su Ph.D. en Fisica
por la universidad de Columbia en 1940. Los profesores G. W. Pierce de Harvard y E.
A. Guillemin del MIT espolearon en él una fascinacién por los aspectos teéricos de la
ingenieria de comunicaciones. Cortesia del IEEE History Center y la Engineering and
Technology History Wiki.

Toda esta historia ha supuesto un gran avance que surgié de muchos cientificos
trabajando por separado, pero algunos vieron un comin denominador muy tutil:
usar las pérdidas de inserciéon como piedra angular de la teoria de aproximacion.
Darlington fue el artifice de su creaciéon y su popularizacion en los Bell Telephone
Laboratories. Este método empez6 a dejar de lado el método de los parametros
imagen que era el preferido por usar secciones idénticas para un disefio global
(aunque aproximado). El problema fue que el método de los pardmetros imagen
no se pudo abandonar de inmediato porque el coste de calculo era enorme para el
método de pérdidas de inserciéon. No habia ordenadores y los célculos involucrados
eran muchas veces inasumibles en la practica. Hoy en dia el método de pérdidas
de inserciéon es el método que ha prevalecido.

Sidney Darlington (18 de julio de 1906-31 de octubre de 1997) fue un ingeniero
eléctrico (ver figura 1.8). En 1929 se uni6 a los Bell Labs. Su primer jefe fue Edward
Lawry Norton y después fue Hendrik Wade Bode ambos con nombre propio en el
campo de la ingenieria eléctrica. Darlington permanecié en los laboratorios Bell
hasta que se retir6 en 1971.

En 1945, recibié la medalla presidencial de la libertad, el mayor honor civil en
EEUU, por sus contribuciones durante la segunda guerra mundial. En 1975 recibi6
la medalla Edison del IEEE y la medalla de honor del IEEE en 1981.

13



Capitulo 1. Introduccion

14

Publicéd varios articulos sobre la historia de la sintesis de redes y filtros. Estos ar-
ticulos han servido para aclarar el trabajo independiente de varios ingenieros hacia
soluciones cada vez més utiles, simples y de disefio mas sistematico (Darlington
1999). Su figura es omnipresente en la historia de la teoria de circuitos (Belevitch
1962) y su trabajo pionero le valio el reconocimiento recibido. Aparte de sus avan-
ces en la teorfa de sintesis de filtros, también inventé en 1953 la configuracion
de transistores que lleva su nombre. Desarroll6 el radar por compresion de pulsos
chirp en 1947 y dispositivos para soltar bombas de forma precisa (bombsights).
También desarroll6 de forma importante las ecuaciones del guiado de cohetes inte-
grando la informacion de muchas fuentes (trayectorias de blancos, datos de radar
que sigue al cohete y telemetria del propio cohete) para formar un flujo de datos
que guiaria al cohete a su blanco.
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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

PROBLEMAS PROPUESTOS

Demostrar que:

1. senz = O(z) cuando z — 0

2. tanz = O(z) cuando z — 0

3. senxz = x + o (x) cuando z — 0
4. log(1 + z) = O(z) cuando = — 0

5. -2 =142+ 0(z*) =1+2z+o0(z) cuando z — 0

T

aotarztasz? _
6 bo+bix - O

(z) cuando z — oo (a; y b; constantes)

Demostrar que en un filtro centrado a fy de banda estrecha (Af pequeno
respecto a fo) la expresion de fo = v/ f1f2 se puede aproximar por fy =~ (f1 +
f2)/2 donde f; y f2 son los limites inferior y superior respectivamente de la

banda de paso.

Sea un filtro paso-banda con fy = 2.45 GHz y BW = 100 MHz. Determinar
los limites de la banda f; y f2 y el ancho de banda fraccional W en tanto por
cien.

Sea un filtro paso-banda con f; = 4 GHz y fo = 5 GHz. Determinar fy, BW,
‘W en tanto por cien.

Si un filtro en su banda de paso tiene unas pérdidas de insercién minimas de
0.5 dB,

» ;Cual es el valor de So; méximo en escala lineal?

= Si este filtro no tiene pérdidas (y cumple unitariedad), jcuél deberia ser
su nivel maximo de pérdidas de retorno? jcuél es el valor correspondiente
de S117 Indicar si este valor es el minimo o el maximo posible.

Si un filtro sin pérdidas en su banda de paso tiene un rizado de 1 dB (su Sa1

oscila entre 0 y -1 dB),

» ;Cual es el valor de sus pérdidas de inserciéon minimas y maximas en su
banda de paso?

= ;Cual es el valor de sus pérdidas de retorno minimas y méximas en su
banda de paso?






Capitulo 2

[La funciéon de transterencia

Empieza por el principio — dijo el Rey con gravedad — y sigue hasta
llegar al final; alli te paras.

Alicia en el pais de las maravillas, Lewis Carrol (1832—-1898)

Lo ultimo que uno sabe, es por donde empezar.

Blaise Pascal (1623-1662)

Es cierto, es dificil escribir una obra sin tener muy claro donde acabaré, pero
empezar... eso si que es complicado. Elegir notacién para cada término introduci-
do y arrastrar esa notacion por toda la obra, intentando ser consistente requiere
bastante reflexion y planificacion (y algunas veces borrar y reescribir). Algunas
fuentes discrepan de los términos, las definiciones y sobretodo como contar de for-
ma bien hilvanada, sin demasiados traumas para el lector, una teoria que a la vez
se entienda y que sea util. Ahi va un primer intento...

En este capitulo se tratara la funcion de transferencia H(s), sus propiedades y su
relacion con los parametros de transmision. Esto nos permitira saber qué funciones
pueden ser funciones de transferencia a partir de sus diagramas de polos y ceros o
de su expresion matemética.

Segin la conveniencia se utilizard s o w como variables de la funcién de transfe-
rencia y de sus pardmetros derivados’.

IRecuérdese que H(w) = H(s)|

s=jw

17



Capitulo 2. La funcidn de transferencia

2.1 Definiciones

Si la funcion de transferencia es una funcién compleja en general que depende de
la pulsacion w = 27 f podemos escribir:

H(jw) = Hr(w) + jH(w) = [H(jw)|e?" (2.1)

donde Hr = R{H (jw)} es la parte real de H(jw) y Hy(s) = S{H (jw)}. Se definen

para una funcién de transferencia los siguientes términos:

Moébdulo:
|H(jw)| 2 \/H(w) + Hf (w) = VH(jw)H* (jw)

Fase:

Retardo de fase:

O(w
ols) 2 — 2
w
Retardo de grupo:
LA _df(w)
g dw

2.2 Expresiones ideales

El filtrado consiste en separar las frecuencias para un fin concreto. Es por ello
que la respuesta ideal buscada es algo muy claro. Antes de pasar a explicar sus
caracteristicas hay que decir que se va a tratar el filtro paso-bajo (filtro que deja
pasar las sefiales por debajo de ciertas frecuencias y rechaza el resto) debido a que
los demés tipos de filtro pueden tratarse como un filtro paso-bajo transformado
en frecuencia como se vera més adelante en el capitulo 6.

La respuesta de un filtro ideal debera de ser:
= Su modulo debera de ser del tipo “brick wall” como se muestra en la figura 2.1.

El valor de la funcién de transferencia en el ancho de banda es A = 1 para
no alterar el valor original de amplitud de la senal. Por ello

_ 1, Vw| <we
H(w) = { 0, Vw|> we.

donde w, es la pulsacion de corte definida en el capitulo 1.



2.2 Ezpresiones ideales

—, o, (0]

Figura 2.1: Moédulo para la funcién de transferencia de un filtro ideal.

£H(®)
1
_____ n7
|
|
I To(@)
|
|
I T
— . W, 0] I
|
| Te = 3o,
|
| |
n
nE L ____
2
— . ., (0]

Figura 2.2: Ejemplo de fase (izquierda) y de retardo de grupo (derecha) para la funcion
de transferencia de un filtro ideal.

= Su fase debera ser idealmente nula a todas las frecuencias. f(w) =0 Vw.

De entrada, estamos abocados al fracaso porque no es posible conseguir ninguna de
las dos cosas por separado y menos simultdneamente, como se vera a continuacion.

Ya que la fase no se puede conseguir que sea nula, si es posible que en un cierto
entorno sea lo mas lineal posible para que el retardo de grupo sea una constante. Ya
que sabemos que el retardo de grupo no puede ser negativo porque eso significaria
una violaciéon de la causalidad, ello implica que la fase ideal seria una recta con
pendiente negativa que pase por el origen (para mantener cierta simetria como se
verd méas adelante). Por ello la fase ideal tendra un aspecto como el que aparece
en la figura 2.2 (izquierda). Con una expresion similar a:

nm

2w,
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que da la cota superior (en modulo) para todo w ya que para una expresion racional
de grado n para H(w) cada singularidad proporciona una fase menor que —m/2
como se verd posteriormente?. El retardo de grupo ideal tendria la forma que se
observa en la figura 2.2 (derecha).

Hay que remarcar que tanto la fase como el retardo de grupo a partir de w. no
es importante debido a que la amplitud ideal seria cero. Tampoco olvidar que la
pendiente y el retardo de grupo son orientativos y que dependen del orden del
filtro (del que se hablara posteriormente) y de la frecuencia de corte.

2.3 Propiedades basicas de H(s)

Partiendo de las expresiones ideales para el modulo y la fase, se pueden establecer
varias propiedades como la de la causalidad y la de realizabilidad.

2.3.1 Funciones reales

Si nuestra funcion de transferencia forzamos a que sea real, es decir, que la res-
puesta al impulso h(t) € R V¢, en el dominio de la frecuencia tenemos que
H(jw) = H*(—jw). Esto genera las siguientes propiedades de simetria para las
partes real, imaginaria, médulo y fase.

La parte real de H(jw) es par. R{H (jw)} = R{H(—jw)}

La parte imaginaria de H (jw) es impar. S{H (jw)} = —S{H(—jw)}

La magnitud es par. |H (jw)| = |H(—jw)| (véase la figura 2.1)

La fase es impar. LH(jw) = —£LH(—jw) (véase la figura 2.2)

Es algo frecuente que la respuesta al impulso sea real pero si nuestra funciéon de
transferencia es el parametro de transmisién de un circuito de microondas, esta
condicién no se cumple y se puede perder la simetria y la estructura de microondas
sigue siendo realizable. Sobre este tema se volvera a incidir més adelante.

2Esto es evidente si descomponemos el denominador de grado n en términos del tipo (s—pi)-
Si evaluamos s en el eje imaginario la fase de cada término es mayor que /2 y como los términos
estan en el denominador hay que cambiar el signo de todas las fases. Si H(s) tiene numerador no
constante la fase del mismo se afiade a la del denominador pero nunca se podra compensar la fase
negativa del denominador porque el denominador tiene mayor orden y porque la distribucién de
los ceros de transmisién que se vera en la seccion 2.7 no lo permite.



2.8 Propiedades bdsicas de H(s)

2.3.2 Causalidad

Como ya se ha indicado, la causalidad implica en un sistema LTI que la salida en
un instante ¢ dependa de valores de la entrada anteriores a . La respuesta ideal en
el dominio de la frecuencia de la figura 2.1 se puede expresar de forma compacta

o H(w) = H( d ) (2.2)

2w,

que es un pulso rectangular de anchura 2w,.. La expresion temporal de h(t) es

sin w.t
h(t) = —= 2.3
(1) = 22 (23)
la cual es claramente no causal ya que para forzar causalidad h(t) =0 parat <0
debido a que la salida es la convolucion de la entrada con h(t):

oo oo

x(T)h(t — T)dT = / h(T)z(t — 7)dr

—00

y(t) = x(t) % h(t) = /

—0Q0

Por este motivo se suele utilizar la transformada de Laplace unilateral para traba-
jar con senales que al final se convierten al dominio del tiempo. En la definicién
de esta transformada se considera la integracién a partir de ¢t = 0:

H(s) = L {h(t)} = /Ooo h(t)e~*tdt

y por ello las expresiones temporales con las que vamos a trabajar se asume que
son nulas para t < 0 o, expresandolo de manera compacta, una funciéon de ¢
multiplicada por la funcién escalon ().

2.3.3 Racionalidad

Si asumimos que un circuito va a realizar fisicamente nuestra funciéon de trans-
ferencia, este circuito va a ser, obviamente, finito. Cualquier circuito finito, si se
analiza por métodos transformados para obtener una ecuacion algebraica en lugar
de diferencial, genera una funcion de transferencia racional:

M
b s®
i) - Vo) 2"
Dk X
Zaks
k=0

donde N(s) y D(s) son los polinomios numerador y denominador de orden M y N
respectivamente. La condicion de que la funcion de transferencia sea racional no es
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necesaria en teorfa, pero un circuito genera ese tipo de funciones y, como nuestra
funcién va a ser realizada a través de un circuito, es de esperar que nuestro campo
de trabajo final sean funciones de transferencia racionales.

Una ecuacion diferencial de orden N describe la relacion entrada/salida de una red
de N elementos de almacenamiento. La transformada de Laplace transforma esta
ecuacion en una funcién racional de orden N, donde N es el orden del denominador
de la funcién de transferencia como se vera a continuacion.

Los coeficientes ay, y by son coeficientes reales si h(t) es real. Si los polinomios
numerador y denominador se escriben en forma factorizada podemos obtener in-
formacién de como son las raices:

M Ms
[16 =] (s = an)s = ap)

H(s) = K52 — (24)
[ —m) I (s = Br)(s = Bp)
k=1 k=1

donde
o _ b
=

M = M;+2M,
N = Nj;i+2N,

El dominio de las constantes que aparecen en (2.4) es:

Veo e € R
akaﬁk S C

En la ecuacion (2.4) se observa que las raices reales aparecen en términos aislados
y las complejas por parejas ya que si los coeficientes de los polinomios son reales
al aparecer una raiz compleja, aparece su conjugada. Las raices del numerador son
los ceros de la funcién de transferencia y las raices del denominador son los polos
de la funcién de transferencia.

Para obtener la expresion temporal de una expresioén racional, el proceso maés
comun suele ser descomponer en fracciones simples la expresion (2.4) y, con una
tabla, obtener la transformada inversa de Laplace.

Un filtro suele tener una funcion de transferencia que a altas frecuencias se anule.
En caso contrario el filtro no seria selectivo en frecuencia. Esto fuerza una condicion
sobre el nimero de polos y ceros: el naumero de ceros es menor que el de polos o a
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Tabla 2.1: Transformadas més comunes. Los pardmetros o y w son reales.

H{(s) h(t)
! u(t)

S i . u(t)e®
523:—0.)2 u(t) sin(wt)
sQ—FLwQ u(t) cos(wt)

m ’U,(t)eiat sm(wt)
s+a —at
m u(t)e cos(wt)

lo sumo igual. Esto es facil de ver:

M

> bi(jw)” s ()
3 . , k=0 ; M JW
lim H(jw)= lim ——— :wh_{réom

w—00 w—oo N
> ar(jw)t
k=0

es decir
M<N

o de lo contrario la respuesta a altas frecuencias tenderia a infinito.

2.3.4 Estabilidad

Si la funcion que se esté tratando es racional y causal, la transformacion inversa de
Laplace tiene formas muy limitadas. Viendo la tabla 2.1, las exponenciales negati-
vas fuerzan polos en el semiplano izquierdo del plano complejo. Las exponenciales
positivas hacen que la respuesta sea inestable ya que el valor de h(t) se dispararia
sin limite, y esto es del todo inadecuado. Finalmente, si los polos estan justo en el
eje imaginario, la respuesta oscila sin crecer ni decrecer en amplitud.

EJEMPLO 2.1 Sea la funcién de transferencia:

_5 2 — 352 +9s+13
T st 41253 4 6952 + 198s + 200

H(s)

Hallar los polos y ceros de H(s), factorizar H(s) sin utilizar complejos, dibujar el
diagrama de polos y ceros y verificar su estabilidad.

23
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Solucién: Los coeficientes del numerador y denominador son reales. Por lo tanto
las raices, de ser complejas, aparecerian por pares conjugados.

Los polos son: —2, —4, —3 + 45, —3 — 45
Los ceros son: —1,2 4 37,2 — 35
Por tanto, la funcién de transferencia puede escribirse como

H(s)=5 (s+1)(s—2-3j)(s —2+3j) —5 (s +1)(s* — 45 + 13)
(s+4)(s+2)(s+3+4j)(s+3—4y) (s+4)(s + 2)(s% + 6s + 25)

El diagrama de polos y ceros es:

—-3+4j Im
x 2+ 35
o
o
) I Re
o
X 235
—3—4j

Ninguno de los polos de H (s) esta en el semiplano derecho y por tanto la respuesta
es estable.

Como se ha visto, las funciones de transferencia que nos van a interesar tienen
un denominador que es un polinomio cuyas raices tienen la parte real negativa.
Estos polinomios se les denomina polinomios de Hurwitz3. En algunas referencias,
se dice que un polinomio es estrictamente de Hurwitz si sus raices tienen parte real
negativa y si las raices tienen parte real no positiva (es decir, negativa o cero) se
dice que el polinomio simplemente es de Hurwitz. En este libro, si no se especifica
lo contrario, utilizaremos la definicién “estricta” para que las raices no puedan
estar en el eje imaginario del plano complejo.

3El matematico aleman Adolf Hurwitz (26 de Marzo de 1859 - 18 de Noviembre de 1919)
estudid estos polinomios por primera vez en 1896.



2.4 Pardmetros de un filtro

Definiciéon 2.1 Sea un polinomio P(s) de grado N con coeficientes complejos en
general. Sean sus raices {s1,82,...,Sn}. Si se cumple que

R{si} <0 Vi=1,2,...,N

entonces se dice que el polinomio es de Hurwitz.

Las principales caracteristicas de un polinomio de Hurwitz es que no tiene co-
eficientes negativos y que si el polinomio es real nunca le falta ninguna potencia
entre el término de mayor orden y el de menor orden. Sin embargo, esto no es
suficiente para asegurar que un polinomio es Hurwitz. Para verificar que todas
las raices estén en el semiplano izquierdo se utiliza un método llamado criterio de
estabilidad de Routh-Hurwitz* (Van Valkenburg 1960). El apéndice A desarrolla
algunos métodos para identificar si un polinomio es de Hurwitz.

Resumiendo las restricciones para H(s):

= Lineal.

= Causal.

= Invariante en el tiempo.

» Racional con M < N < oo.

» Coeficientes reales si h(t) real.

= Estable: polos en el semiplano izquierdo.

2.4 Parametros de un filtro

En el estudio de filtros siempre es util saber qué filtro tiene mejores caracteristicas
que otro para un orden dado. Para comparar las respuestas de diferentes filtros,
a veces es muy sencillo inspeccionar visualmente las respuestas pero, otras veces,
esto no es suficiente. Es por ello que la definicion de ciertos pardmetros de un filtro
ayuda en el proceso de comparacion.

4La idea es saber que un polinomio es de Hurwitz sin tener que calcular sus raices. Hoy en
dia con rutinas de ordenador es muy facil obtener las raices si el orden del polinomio es bajo. En
cualquier caso, es util tener un método para poder saber si un polinomio es de Hurwitz para un
orden cualquiera.
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2.4.1 Dominio de la frecuencia

Si la funcién de un filtro es seleccionar o discriminar frecuencias es de sentido
comun suponer que la selectividad del filtro sea un parametro importante. La se-
lectividad es una medida de lo abrupta que es la caida de su respuesta en frecuencia.
Si el filtro ideal consiste en una respuesta tipo “brick wall”, una caida vertical es
lo més deseable pero, como ya se ha dicho, esto no es posible. Asumiremos que la
caida de H(s) a la frecuencia de corte debe ser alta pero no vertical. Una medida
de esta “verticalidad” es la selectividad.

Definicion 2.2 (Selectividad) Se define la selectividad como:

_ dH(Gw)|

F, 2
dw

(2.5)

W=we

donde la pulsacion w. es la pulsacion a la que la respuesta cae 3 dB. Es decir, la
pulsacion w. cumple

201logo |H (jwe)| = 101og;((1/2) ~ —3 dB

La definicion de selectividad es una pendiente a una frecuencia. Suponiendo que la
funcién de transferencia es adimensional, las unidades de la selectividad son s/rad.
Sin embargo, lo habitual es trabajar en unidades logaritmicas y en frecuencias y
por ello se suele dar la selectividad en dB/Hz.

Otro pardmetro que mide de manera diferente la bondad de la respuesta en fre-
cuencia del filtro es el shaping factor o factor de forma. Este factor requiere la
definicion de dos puntos de atenuacion de la respuesta en frecuencia a y b donde se
va a medir el ancho de banda. Supongamos que se mide el factor de forma en un
prototipo paso-bajo (generalmente, tanto el factor de forma como la selectividad,
se dan en el prototipo paso-bajo). La atenuacion a es la menor y producird un
ancho de banda menor BW,, que es el rango de frecuencias donde la atenuaciéon
es menor que a. La atenuacién b serd mayor que a y producird un ancho de banda
BWy, que es el rango de frecuencias donde la atenuacion es menor que b (véase la
figura 2.3).

Definicién 2.3 (Factor de forma) FEl factor de forma Sb se define como:

) o BWh
«~ BW,

S (2.6)

donde se observa que el factor de forma es adimensional y siempre es mayor que
la unidad.
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BW,

BW,

Figura 2.3: Definicion de dos niveles de atenuacion a y b para obtener el factor de forma
a partir de los anchos de banda BW, y BW},.

2.4.2 Dominio del tiempo

Para definir algunos parametros tutiles en el domino del tiempo, vamos a suponer
que tenemos un filtro ideal en el domino de la frecuencia® como el propuesto en
(2.2), y cuya respuesta al impulso es la descrita por (2.3). Si a este filtro a la
entrada se le excita con un escaléon unitario u(t), la respuesta (llamada respuesta
al escalon) se puede obtener por convolucion como:

y@:MﬂM@:[»()t—Tm—/ h(r)dr = = [ 24 SiCwen)|

donde Si(z) es la integral seno definida como sigue:
* sin(t
wwz/—l%t
0 t
y que se puede calcular facilmente de manera numérica. La respuesta al escaléon se

puede ver en la figura 2.4 para una pulsacién normalizada (w. = 1 rad/s).

Sobre la figura podemos definir tres parametros muy utilizados (Paarmann 2001):

Tiempo de subida: Es el tiempo que tarda la respuesta al escaléon para pasar del
10 % al 90 % del valor definitivo después del escalén. A este valor definitivo
lo denominaremos y(c0) ya que

5 Asumiremos que no tiene retardo. El propésito de este ejemplo es definir unos parametros
que se pueden definir de la misma forma aunque el retardo exista.
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1.2
1.0 overshoot i_ o~ -
90% tiempo de establecimiento ——>|
0.8
: /
206
B
Z 0.4 /
0.2
10% /
0 —
tiempo de subida
-0.2 ! y
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

tiempo (s)

Figura 2.4: Respuesta al escalon del filtro ideal paso-bajo para una pulsacion de corte
normalizada a w. = 1 rad/s.

= 1/
y(oo) = lm y(t)
En algunos casos se utilizan otros valores en lugar de 10 % y 90 %, pero estos
son los mas comunes.

Overshoot: Es el exceso ymax sobre y(co) que va a tener como méaximo la res-
puesta y(t). El overshoot se suele expresar como un valor absoluto o como
un porcentaje sobre el tiempo de establecimiento. Es decir:

0s £ Yax — y(o0 Os( % éwxloo
s = y(o0) Os(%) 2 2L

Tiempo de establecimiento: Presupone que hay un overshoot. Es el tiempo
que tarda y(t) en pasar por primera vez por y(oco) hasta que y(¢) cae y se
mantiene por debajo de un cierto valor, que suele ser 0.01. Es decir:

te =11 — 1o
donde tg y t1 se definen como
primera vez que sucede y(to) = y(o0)
altima vez que sucede ly(t1) — y(o0)| = 0.01
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2.5 Propiedades de |H(jw)|?

Tradicionalmente, la principal preocupacién a la hora de disenar un filtro ha sido
el asegurar que la amplitud se mantuviera en la banda de paso. El retardo de grupo
ha sido un tema que, aunque fue tratado en los filtros de Bessel-Thomson® hace
muchos anos, en general, ha sido un tema secundario a la hora de disenar filtros.

Un recurso para eliminar la fase del proceso de diseno es considerar la funcién
|H (jw)|?. En este caso, al ser una funcién con valores reales, la fase es nula para
cualquier frecuencia.

Asumiendo las propiedades de H(s), podemos escribir como punto de partida del
diseno que:

|H(jw)]” = H(jw)H(jw)* = H(jw)H(—jw)
|H(s)]> = H(s)H(s)* = H(s)H(—s)

va que H(s) = H(—s)* porque asumimos que h(t) es real.
Supongamos que P(s) es un polinomio de orden n de la forma:
P(s) = po +pis +p2s’ + -+ pps”

El polinomio conjugado es P(s)* = P*(s*) = P*(—s) si s = jw. Donde P*(s)
significa conjugar los coeficientes y no la variable. Es decir:
P*(s) = py+pis+pys’ 4o+ ps”
P*(s*) = P*(~s) = pj—pis+pss’+--+p,s" (npar)
P*(s*) = P*(—s) po —pis+pis?+---—pis™ (n impar)

Si expresamos el mismo polinomio P(s) en forma factorizada tenemos:
n
P(s) =pu [ [ (s = s1)

Conjugando P(s) obtenemos:

P(s) = oy [T —s0)" = w0 [T (s" = si)

k=1 k=1
n n
= p:;]:[ (s +s5) = H s+ sy)

SLos filtros de Bessel-Thomson son los disefiados para conseguir un retardo de grupo maxi-
malmente plano en la banda de paso. No son muy selectivos en frecuencia y sus aplicaciones son
muy concretas. Se trataran en el capitulo 4.
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Es evidente que si los polos de H(s) eran {spo, Sp1, - -, Spnt ¥ estaban en el semi-
plano izquierdo, los polos de H(s)* = H(—s) son {—sy, fs;‘,l, ooy —8p,} y estan
en el semiplano derecho. Esto es debido a que cambiar el signo y conjugar provoca
que el eje imaginario sea un eje de simetria para reflejar las raices de los polinomios.
Esta transformacion de cambiar el signo y conjugar se denomina paraconjugacion
(Cameron, Kudsia y Mansour 2007).

Si la funcion H (s) es real, sus polos y ceros, si son complejos, tienen su conjugado
formando parte de la funcion H(s). Ademas, el eje real es un eje de simetria para
los diagramas de polos y ceros (ver figura del ejemplo 2.1). Ademas, si estamos
tratando con la funcion |H(s)|?, los polos y los ceros tienen simetrfa respecto al
eje real y al eje imaginario. A esto se le llama simetria cuadrantal.

Otra consecuencia importante para |P(s)|? es que la factorizaciéon conduce a una
propiedad curiosa si hablamos en términos de pulsaciéon. Supongamos el polinomio

anterior P(s) con raices s1, Sa,. .., Sy, y llamamos a w; = s;/j Vi =1,2,...,n:
n n
P(jw) = P(s)|—j, =pn [[Gw = jwr) = pn [ d(w —wi)
k=1 k=1
n n
P(—jw) P(=s)l—ju = H —jw = jwk) = Pn H —j(w + wk)

k=1

Multiplicando ambos obtenemos

P P(=je) = [T =)o ) =22 T2 -
k=1 k=1

Lo cual implica que ambos, tanto el numerador como el denominador de |H (jw)|?,
son polinomios reales (debido a que estén las raices y sus conjugadas) y, ademas,
solo tienen potencias pares de w (debido a que estan las raices y sus paraconjuga-
das). Es decir:

2M

w?)  bg+biw? 4 -+ byw2N

donde M = O(N(s)) y N = 0O(D(s)).

|H(jw)|* = gévﬂ) ap + a1w® + -+ ayw

Para concluir, decir que al ser el denominador un polinomio de Hurwitz en s, no
tiene raices en el eje imaginario. Al pasar a w significa que el denominador no
tiene raices reales. Del numerador, se puede afirmar que puede tener raices en el
eje imaginario y, por tanto, en w puede tener raices reales. Aplicando la restriccion
de simetria cuadrantal, se fuerza a que los ceros del numerador deben ser dobles
si son imaginarios puros en s (reales en w).

En algunas referencias (Paarmann 2001) a esto se le llama teorema de disefio del
filtro analégico y se puede enunciar como:



2.6 Relacion de H(s) con S21(s)

Teorema 2.1 (Teorema del diseno del filtro analégico) Una funcion de w
dada es una |H(jw)|? apropiada, que proviene de una H(s) con las restricciones
dadas en la seccion 2.3, si y solo si cumple:

» |H(jw)|* es un cociente de polinomios con coeficientes reales.

= Los polinomios sdlo contienen potencias pares de w.

El orden del numerador no es mayor que el del denominador.
= Los polos de |H(jw)|* no pueden ser reales.

Los ceros de |H(jw)|?, si son reales, son también dobles.

La simetria cuadrantal es una consecuencia del anterior teorema.

2.6 Relacion de H(s) con S2;(s)

En electroénica se escoge normalmente como funciéon de transferencia al cociente
entre tensiones a la salida y a la entrada de un circuito:

V;)ut (5)

H(s) = Vi (5)

(2.7)

y asi poder estimar la ganancia de tensién en el mencionado circuito. Sin embargo,
en microondas, la definiciéon de parametros de dispersion fuerza a que el circuito
esté referido a una impedancia de referencia; que el generador tenga una cierta
impedancia interna Rg y que el circuito esté cargado con una impedancia de carga
Ry. Asi, la funcion de transferencia se asigna al parametro de transmision Ss; en
el caso de que el circuito tenga 2 accesos. Este hecho anade una condicién mas
en el circuito: la de unitariedad en el caso de que no existan pérdidas. Por tanto,
debe cumplirse que

1S11(s)[* + [S21(s) > = 1 (2.8)

y recordar que, en general, estos parametros de dispersion son complejos y la
simetria cuadrantal no se cumpliré si se desea un filtro con respuesta asimétrica.

Si partimos de una red ideal (sin pérdidas), podemos considerar el analizar el
circuito genérico mostrado en la figura 2.5.

Vamos a relacionar las tensiones, corrientes e impedancias con los parametros de
dispersion (reflexion y transmision) basicos de una red de 2 puertos.

Separando la impedancia de entrada:

Zin = Rin + 7 Xin (2.9)
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R
> wh b ()
[ +

Red
Vg C%) Vi pasiva Vs I::I Ry
sin pérdidas

Z;

Figura 2.5: Red sin pérdidas conectada a un generador y una carga genéricos.

la potencia en el acceso 1 de la red es
Py = |L(jw)PR{Zin(jw)} = 11 (jw)[* Rin (2.10)

Ademas, se sabe que la potencia méxima que es capaz de entregar la fuente al
acceso 1 (teorema de méaxima transferencia de potencia) es

Vi(jw)|?
Pl,max = | 1(..[7%3)_| (211)
En el acceso 2 la potencia que pasa a la carga es simplemente
Va(jw)|?

P=—— 2.12
2 R (2.12)

Podemos afirmar que, si la red no tiene pérdidas, se cumple forzosamente
P=P< Pl,max (213)

Se define la funcion de transferencia en este caso a la potencia entregada a la
carga dividido por la méxima que podria entregarse a la red”. Asi la funcién de
transferencia es siempre menor que la unidad:

H(jw)? = =2 =475

Va(je) ‘2
= = <1 2.14
Pl,max RL N ( )

Vi(jw)

Aqui hay que hacer un inciso sobre la definicion de H(s). En algunas referencias,
H (s) se define como se ha expresado en (2.7) con la notacion de la figura 2.5:

_"
-7

"Esta, definicién se ajusta a lo que representa el parametro de transmisién Sa;.

H(s) (2.15)




2.6 Relacion de H(s) con S21(s)

y por tanto
) R )
[S21(j0)[* = 422 H (jeo) (2.16)

Por ejemplo en (Wing 2008) se usa este convenio. En este libro se va a usar el
convenio de que la funciéon de transferencia es, por defecto, aquella que se ha
definido como tal. En particular, nuestra funciéon de transferencia es el parametro
de transmision So;(s) = H(s). La diferencia entre esta definicion y la de (2.7) es
una simple constante multiplicativa®, que en la fase de disefio puede obviarse hasta
el momento de realizar la implementacién practica.

Asi pues, con el convenio de que S3i(s) = H(s), se procede a deducir alguna
propiedad de la ecuacion (2.14). Primeramente, hay que obtener alguna relacion
entre el cociente de tensiones y las impedancias Zi,, Rs y Ry por ello sabiendo
que

R

" Rs+Zn

podemos igualar potencias en los dos accesos y obtener

I

P1 = P2 (217&)
) Vo (jw)|?
L (jw)* Rin = o)l 2‘(,:27 ) (2.17h)
L
, NP NP
RulVaGel _ i) o170
|RS + Zin| Rr,
obteniéndose )
Voljw) |° _ __RoFin (2.18)
Vs(jw) |Rs + Zin|?
Volviendo otra vez a (2.14), la funcion de transferencia queda
4RSRin
H(jw) = —2="= <1 2.19
G = gt < (2.19)
Operando se obtiene
. . RS - Zin|2 .
H(jw)* = |S 2y _Bs=Zul _,_ 2 2.20
HG)P =ISaGe)P =1~ g2 =1 o)l (2:20)
donde p(jw) representa el pardmetro de reflexion Si; que cumple
. |Rs — Zin(jw)[?
() ? = 1o p()lszjo = 15— (0 (2.21)

[Rs + Zin(jw)[?

8 Cualquiera que sea el convenio que se use, los polos y los ceros son exactamente los mismos.
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Eliminando los cuadrados obtenemos la expresion del parametro de reflexion como
la habiamos definido en (1.6):

o RS — Zin(s)
) = R T 7m0

con una ambigiiedad en el signo debido a que se ha obtenido a partir de un médulo
al cuadrado.

(2.22)

Despejando la impedancia de entrada se obtienen dos soluciones segun el signo
escogido:

Zin(s) = Rsi - 28 (2.23a)
Zin(s) =R izg (2.23b)

En 1939 Sidney Darlington (Darlington 1939) demostré que dada la impedancia
de entrada, siempre es posible encontrar el circuito que la sintetice. Con las dos
ecuaciones dadas por (2.23) se pueden sintetizar dos circuitos que generen la misma
|H (jw)|?. A estos circuitos se les denomina duales.

En conclusion: es el lector el que debe decidir si su funcién de transferencia es un
cociente de tensiones entrada/salida o el pardametro de transmision Ss; siempre que
sea consistente en el resto del proceso. Generalmente, los cocientes de tensiones y
los parametros de reflexion pueden relacionarse directamente a través de constantes
como en (2.14).

Es importante recordar que en filtros pasivos siempre se puede asumir que la
funcién de transferencia es menor que la unidad. En filtros activos esta condicién
no tiene porqué cumplirse. La anterior derivacién ha partido de la premisa de una
red pasiva y sin pérdidas y por ello la condiciéon de unitariedad puede invocarse
sin problemas.

2.7 Polinomios de Sii(s) y S21(s)

Después de asumir que, tanto el coeficiente de reflexion como el coeficiente de
transmision, son cocientes de polinomios, s6lo resta uniformizar la nomenclatura
para una posterior comodidad en el momento de establecer alguna caracteristica
de cierto polinomio.

El primer hecho importante que hay que remarcar es que los pardmetros S de un
filtro pasivo, reciproco y sin pérdidas comparten numerador. Esto es debido a la
condicién de unitariedad:

|Sll|2 —+ |Sgl|2 =1= |Sgl|2 =1- |511|2 (224)
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Si las funciones que representan a los pardmetros son racionales:

[Na? o INuf? _ [Dul? = [Nuf?
[ D |? | D11 [? |D11]?

(2.25)

donde N y D representan numerador y denominador respectivamente y los subin-
dices representan la numeracion del parametro S correspondiente.

De la ecuacion (2.25) se deduce que D11 = D12. A este polinomio tradicionalmente
se le denomina E (Cameron, Kudsia y Mansour 2007) y es un polinomio Hurwitz
de orden N (siendo N el orden del filtro), como ya se ha demostrado anteriormente
si queremos que los parametros S sean estables.

Para simplificar algunas demostraciones conviene normalizar los polinomios a su
mayor coeficiente, quedando todos los polinomios con el coeficiente de mayor orden
igual a la unidad. A estos polinomios se les denomina mdnicos. Es decir:

E(s) =sV ten_1sV T+ e tes+eo (2.26)
donde los coeficientes e; son complejos en general.

Los parametros de reflexion y transmision tienen, por tanto, el siguiente aspecto:

F(s)/er g P(s)/e

MR M T R

(2.27)

donde ¢ y i son constantes que tienen en cuenta que los polinomios han sido
normalizados. La constante ¢ se halla forzando que el filtro tenga en cierto punto
unas pérdidas de retorno RL fijadas de antemano. Por ejemplo, en un filtro de
Chebyshev, se puede fijar el rizado constante de la banda de paso y en el borde de
la banda S1; en dB siempre vale su valor maximo —RL donde

Dividiendo la ecuacion |S1|? + |Sa1|? = 1 por |S11]? se obtiene

2 2

521 1
1+ |=—| =|= 2.29
S11 S11 ( )
la parte derecha son las pérdidas de retorno en unidades lineales
S21 ? RL/10
1+|5—| =10 (2.30)
S11
como F(s) es comin a S11 y a S desaparece de la ecuacion
P(s)/e ? RL/1 e | P(s) ?
14 |2 =108/ 5 1 4 28 = 10RL/10 2.31
* ‘F(s) Jen =R (2:31)
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Esta ecuacion se suele particularizar en un punto donde RL sea un valor conocido
(por ejemplo en s = j que es el limite de la banda en un prototipo normalizado).
Esto proporciona el valor de € necesario para alcanzar las mencionadas pérdidas
de retorno RL. Solamente faltaria obtener el valor de eg en funcién de €.

La constante e se obtiene a partir de & aplicando unitariedad. El polinomio F'(s)

se forma con los ceros de reflexion y el polinomio P(s) con los ceros de transmision®.

N Ntz
F(s) = H(s —r)  P(s) = H(s —t) (2.32)

donde los 7; son los ceros de reflexion y los filtros se suelen disenar para que todos
estén dentro de la banda y aprovecharlos para bajar el coeficiente de reflexion lo
méximo posible. De ahi que N sea el namero de ceros de reflexion. Los t; son
los ceros de transmision ng, < N. Si el filtro no tiene ceros de transmision se le
denomina filtro todo-polos y |P(s)| = 1. Las ventajas e inconvenientes de tener
ceros de transmision se veran claramente en capitulos posteriores.

En el caso de que el filtro tenga menos de N ceros de transmision, es decir, ng, < N
entonces:

im ZBVE

w00 E(s)

, F(S)/ER -
whﬂrréo E(s) l=>ep=1

yva que si S9; tiende a cero y queremos que se cumpla la unitariedad, entonces
S11 debe tender a 1. Si los polinomios estan normalizados, el limite fuerza a que
er =1y que los polinomios F(s) y E(s) tengan el mismo orden.

En el caso de que N = ny, el filtro se le llama canénico'®. Todos los polinomios
son de orden N. Esto hace que a altas frecuencias S31 no tienda a cero. Debido a
que ¢ ha fijado las pérdidas de retorno en la banda de paso, cuando la frecuencia
tiende a ser muy alta el nivel de S9; viene fijado:

) .| Pls)/e| 1
Jin (5106 = Jim | FE] 2 2
3 o F(s)/er| 1
Jim [S11(s)| = lim ‘W = (2.34)
Como la unitariedad se debe mantener a cualquier frecuencia
1 1
|511(OO)|2 + |521(OO)|2 =1= 5—2 + 5—2 =1 (235)
R

9No hace falta mas informacion para obtener los polinomios F(s) y P(s) debido a que estén
normalizados.

10En inglés si N = nt, se denomina al filtro fully canonical (Cameron, Kudsia y Mansour
2007).
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de aqui se obtiene la relacion entre € y eg:
€

ER= —F——— 2.36
f 2 -1 (2.36)

Sustituyendo (2.36) en (2.31) se obtiene:

S 1 P(s)
B 10BL/10 — 1 | F(s)

que particularizando en un punto de RL conocida proporciona el valor de ¢ para
un filtro de N = ny, ceros de transmision. En el caso de que ny, < N entonces
er =1 y de (2.31) se obtiene directamente

2

(2.37)

- ! ‘P () (2.38)

"~ /10RL/10 _ 1 F(s)

Finalmente, hay que discutir la forma de S15 y de Sa2. Ya que el filtro es reciproco
sabemos que S12 = S21. Ya que se cumple unitariedad |S11| = |Sa2| pero ademaés,
en (Cameron, Kudsia y Mansour 2007) se demuestra que:

F(s) P(s)

_(S11 Sy 1 €R €

S—(521 522)_E(5) P(s) (,1)mz+1F(8)* (2.39)
3 ER

Por afiadidura, el polinomio P(s) debe tener las siguientes caracteristicas:

= Sus ceros son los ceros de transmision. S6lo pueden estar en el eje imaginario
o simétricamente emplazados a los lados del eje imaginario. De lo contrario
las relaciones de unitariedad no se pueden cumplir.

= La normalizacion, si se pretende establecer correctamente las relaciones de
unitariedad, no siempre permite que el coeficiente del mayor exponente de
P(s) seala unidad. Para obtener la normalizacién correcta se calcula el entero
(N — ng.). Si el entero es impar, entonces el coeficiente de mayor grado de
P(s) es 1. En caso contrario, se multiplica P(s) por j.

La razon de multiplicar por j el polinomio P(s) es fundamental, no solamente por
mantener la unitariedad, sino también el poder obtener a partir de parametros S
los parametros Z o Y de manera adecuada. Si un filtro se considera que no tiene
pérdidas se debe cumplir:

= La matriz S cumple la condicién de unitariedad.
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= Las matrices Z o Y son imaginarias puras.

» La matriz ABCD cumple que S{A} = S{D} = R{B} = R{C} =0.

En posteriores capitulos se ampliaran las caracteristicas de los polinomios P(s),
F(s) y E(s). De momento, las que se han enunciado son suficientes para seguir el
curso de los razonamientos posteriores.

2.8 La funcion caracteristica

La funcién caracteristica es un concepto de la teoria clasica de filtros que indica
lo que la respuesta del filtro difiere de la unidad (Schaumann y Van Valkenburg
2001). Denotando K (s) a la funcién caracteristica, la funcion de transferencia se
puede escribir en términos de la funcion caracteristica como:

1

|H (jw)|* = THIEGW)E

(2.40)

En filtros clésicos todo-polos |H (jw)|? es cercano a 1 cuando la frecuencia tiende
a 0y se acerca a 0 cuando w — oo. La funcién caracteristica es cercana a 0 a bajas
frecuencias'! y se dispara sin limite cuando w — oo como lo haria un polinomio

sin término independiente. Ademaés, teniendo en cuenta la simetria cuadrantal,

|K (jw)|? solo dependeria de potencias pares en w. Es decir, |K(jw)* para un
filtro todo-polos clasico de orden NN seria un polinomio de la forma:
N
|K (jw)|? = Zakw% = ag 4 a1w? + aw? + - + ayw (2.41)

k=0

Volviendo al caso general, la atenuacion se define como (Zverev 2005):

1 1
2 1 _ FIKP (2.42)
|21 |H|

En unidades logaritmicas
A(dB) =-20 loglo |521| (243)
y la funcién caracteristica o discriminacion como

A SH(S) _ EF(S)
521(8) ERP(S)

K(s) (2.44)

1A bajas frecuencias la funcién caracteristica es cercana a cero y la funcién de transferencia
es cercana a la unidad. Esto no significa que forzosamente la funcién caracteristica tenga que ser
exactamente cero en el origen (aunque si es deseable que este valor sea lo mas bajo posible).



2.8 La funcion caracteristica

donde se ha acomodado la notacion de (Zverev 2005) a las anteriores definiciones de
los polinomios que forman los parametros de dispersiéon. Para un filtro todo-polos
|P(s)| = 1y la funcién caracteristica es un polinomio que definiria todo el filtro!.
En el caso de que el filtro tenga ceros de transmision, el funcion caracteristica es
racional.

Finalmente, es facil de ver que la funcién caracteristica no solamente define el
parametro de transmision (su modulo al cuadrado) sino también el de reflexién:

1

2 _
|S21]" = 1K (2.45a)
1
P —— 2.4
Sl =17 |K[-2 (2.45b)

Obviamente, las relaciones anteriores han sido particularizadas para el caso de que
el filtro sea sin pérdidas. En el caso con pérdidas se define un factor de pérdida de
potencia que alteraria la condicién de unitariedad. Véase (Zverev 2005) para més
detalles.

120bviamente E(s) se determinarfa aplicando la condicién de unitariedad.
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2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

Problemas

PROBLEMAS PROPUESTOS

Si un filtro es todo-polos, determina la expresion de € en funciéon de RL y la
evaluacién del menor ntimero de polinomios posible.

Sea un filtro canénico con un Sa; que cumple que a altas frecuencias lim,, o0 [S21] =

—20 dB. Determinar lim,,_, |S11| ¥ obtener € y eg.

Sea la funcion caracteristica K un cociente de polinomios K (jw) = gg‘:g

Determinar la expresion de [Si1], [S21] y la atenuacion A en funcion de los
polinomios N y D.

Si lim,, o0 | K (jw)| = Ko donde Ky es una constante, ;qué podemos decir del
filtro? ;podemos obtener € y ep a partir de Ko7

Si H(s) es una funcién de transferencia,

= ;qué podemos decir de los polos de H(—s) jel polinomio denominador de
H(—s) es Hurwitz?

» ;donde estan los polos de H(s)*? ;el polinomio denominador de H(s)*
es Hurwitz?

= ;donde estan los polos de H(—s)*? jel polinomio denominador de H(—s)*
es Hurwitz?

Sea

1
H(jw)]* = ——
() = 15

Determina si cumple las condiciones del teorema del diseno del filtro analégico
y en caso afirmativo proporciona H(s) y H(—s).

Demostrar que cualquier polinomio de orden 2 con coeficientes positivos es
Hurwitz.



Capitulo 3

Relaciones para la funcion de
transterencia

«jDatos, datos, datos!» —exclamaba con impaciencia—. «jNo puedo hacer
ladrillos sin arcillal»

El misterio de Copper Beeches, Arthur Conan Doyle (1859-1930)

De eso mismo trata este capitulo: obtener datos de cémo es la funciéon que deseamos
que produzca el filtrado. De lo que se puede hacer y lo que no. Lo que aspiramos
a conseguir y la triste realidad a la que nos fuerza la naturaleza. Curiosamente
lo que deseamos es una pared de ladrillos (brick wall) de ahi la famosa cita de la
aventura de Sherlock Holmes'. Veamos porqué...

3.1 Introduccidén

En el capitulo anterior se ha discutido sobre las propiedades de h(t) y su transfor-
mada H (s). Si se asume que h(t) es una funcion real se obtenfan ciertas propiedades
de simetria sobre las partes real e imaginaria de H(s). En esta seccién se van a
probar estas propiedades como punto de partida de las herramientas que se van a
desarrollar en el resto de capitulo.

1En el original:
“Datal Data! Datal!” he cried impatiently. “I can’t make bricks without clay.”

The adventure of the Copper Beeches pertenece a la recopilacion Las Aventuras de Sherlock
Holmes (1892).
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Sea h(t) una funciéon compleja en general. Expresandola en funcion de su parte
real e imaginaria se puede escribir como

h(t) = he(t) + jhi(t) (3.1)
Haciendo lo mismo para su transformada de Fourier:
Hw)=R(w)+jX(w) (3.2)

Si se pretende recuperar h(t) de su transformada H(w) se aplica la transformacion
inversa de Fourier y se obtiene

1 [ .
_ Jwt
h(t) 5 [m H(w)e!* dw (3.3)
Lo cual se puede escribir como
1 oo
h(t) = %/ [R(w) + X (w)][cos(wt) + j sen(wt)]dw (3.4)
Identificando partes reales e imaginarias se obtiene:
hy(t) = 2i / R(w) cos(wt) — X (w) sen(wt) dw (3.5a)
™ — 00
hi(t) = 2i / R(w) sen(wt) + X (w) cos(wt) dw (3.5b)
™ — 00
Si h(t) es real significa que h;(t) = 0 y esto sucede si R(w) es par y X (w) es impar:
R(w) = R(—w) (3.6a)
X(w)=-X(-w) (3.6b)

de esa manera se consigue que la integral (3.5b) se anule ya que las expresiones
R(w)sen(wt) y X(w)cos(wt) seran ambas funciones impares. De forma similar
(3.5a) tiene un integrando que sera par y, por tanto, el dominio de integracion se
puede restringir a las frecuencias positivas:

1 (o)
h(t) = h,(t) = — / R(w) cos(wt) — X (w) sen(wt) dw (3.7)

T Jo
lo que concluye que si h(t) es real, la informacion de las frecuencias positivas es

suficiente para reconstruir h(t).

Si ademés h(t) corresponde a un sistema causal h(t) = 0 si t < 0. Para obtener
mas informacion de la funcion h(t) con la nueva premisa, se definen las partes par
e impar como:

Ev{h(t)} 2 W (3.8a)
Od{h(r)} 2 M (3.8b)



3.1 Introduccion

Obsérvese que Ev{h(—t)} = Ev{h(t)} y que Od{h(—t)} = —Od{h(¢t)} vy asi se
puede escribir la funcion h(t) en funcion de sus partes par e impar:

h(t) = Ev{h(t)} + Od{h(t)} = he(t) + ho(t) (3.9)

donde
he(t) = Ev{h(t) / R(w) cos(wt) dw (3.10a)
ho(t) = Od{A(t)} = — = / X (w) sen(wt) dw (3.10D)

Si ahora se supone que ¢ < 0, he(t) = he(—t) ¥y ho(t) = —ho(—t). Por tanto
h(t) = he(t) — ho(t)  VE<O (3.11)

De esta ultima ecuacion se desprende que si el sistema es causal h(t) = 0 para
t < 0y por tanto h(t) = ho(t). Retomando (3.9) se puede reescribir h(t) de dos
formas:

0, t <0
h(t) = { ohe(t), t>0. (3.12)
0, t <0;
h(t) = { oho(t), 0. (3.13)
y por tanto
2 (o)
h(t) = —/ R(w) cos(wt) dw = ——/ X (w) sen(wt) dw (3.14)
T Jo

Esto demuestra que R(w) y X (w) estan relacionados (Papoulis 1962), (Carlin y Ci-
valleri 1998). Para dilucidar cémo se podria despejar R(w) en funcién solamente
de X (w) y, andlogamente, despejar X (w) en funcion de R(w), basta con escribir
H(jw) en funcién de sus partes par e impar como sigue:

H(jw) = R(w) + jX (w) = F{h(t)} = /_ T o)+ ho(®] et dt (3.15)

Desarrollando la exponencial y separando los términos se observa que solamente
los términos pares contribuyen a la integral:

Rw)+jX(w) = / he(t) cos(wt) — jhe(t) sen(wt) + ho(t) cos(wt) — jho(t) sen(wt) dt

—00

/OO he(t) cos(wt) — jho(t) sen(wt) dt

— 00

2 /OO he(t) cos(wt) dt — 25 /OO ho(t) sen(wt) dt (3.16)
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Separando partes reales e imaginarias se obtiene:

R(w) = 2/000 he(t) cos(wt) dt = R(—w) (3.17a)
w) = -2 /OO ho(t) sen(wt) dt = —X (—w) (3.17b)
tomando (3.10a) y sustituyendo en (3.17a) se obtiene
W) =2 / " he(t) cos(wt) dt (3.18)
2 oo o0
= ;/0 /0 R(\) cos(At) cos(wt) dtdA (3.19)

y haciendo uso de (3.14) se puede escribir

2 oo o0
w) = —;/O /0 X () sen(At) cos(wt) dAdt (3.20)

Siguiendo el mismo procedimiento y tomando (3.10b), sustituyendo en (3.17b) y
haciendo uso de (3.14) se obtiene que

__2 / / ) cos(AL) sen(wt) dAdt (3.21)

En definitiva, se ha demostrado que las partes real e imaginaria de H(jw) no son
independientes y que se puede obtener la una de la otra:

= ——/ / ) cos(At) sen(wt) dAdt (3.22a)
w) = ——/ / X () sen(At) cos(wt) dAdt (3.22b)

lo cual no es muy atrayente pero se puede reescribir de forma mas amigable con
la transformada de Hilbert como se vera més adelante.

En conclusion, si h(t) es real y causal entonces H(jw) cumple que:

= R(w) es par.
» X (w) es impar.

s R(w) y X(w) estén relacionadas y se pueden obtener una a partir de la otra
utilizando (3.22).

= La informacion de las frecuencias positivas es suficiente par a reconstruir h(t)
a partir de R(w) o de X (w) usando (3.14).
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3.2 Relacion entre parte real e imaginaria de H(s)

En la seccién anterior se ha definido la parte par e impar de h(t) real y causal en
(3.10) como se muestra graficamente en la figura 3.1. Si transformamos la parte
par se obtiene:

F{he(t)} = /00 he(t)e %t dt
= [ n®leosten) — senteo)] d

= /OO he(t) cos(wt) dt — j /OO he(t) sen(wt) dt

— 00 — 00

= /00 he(t) cos(wt) dt
= 2 he(t) cos(wt) dt
= R(w) (3.23)

donde se han utilizado las propiedades de simetria y se ha aplicado (3.17a). Si
transformamos la parte impar se obtiene:

F{ho(t)} = / h ho(t)e 99t dt

—0Q0

/_OO ho(t)[cos(wt) — jsen(wt)] dt

= /OO ho(t) cos(wt) dt — j /OO ho(t) sen(wt) dt

— 00 —0o0

—j /_OO ho(t) sen(wt) dt

oo
= —2j /OO ho(t) sen(wt) dt
= jX ((,u()J (3.24)
donde se han utilizado las propiedades de simetria y se ha aplicado (3.17b).
De la figura 3.1 se pueden observar las siguientes relaciones:
ho(t) = he(t) sgn(t) (3.25a)
he(t) = ho(t) sgn(t) (3.25b)

donde la funcién sgn(t) es la funcion signo cuya transformada de Fourier es 2/jw
(Carlson y Crilly 2010). Transformando la ecuaciéon (3.25a) y usando (3.24) y
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h(t) he(t) ho(t)

1=
e

h(0) o)
2 i
\/\ ) /\/ \/\ ) \/\ .
S~

2

Figura 3.1: Funcion arbitraria causal h(t) y sus partes par he(t) e impar ho(t).

(3.23) se obtiene:

= S Rw) (3.26)

jw
donde el factor 1/27 aparece por que la convolucion se realiza con la variable
pulsacién y no frecuencia ya que

Hh®f0)}) = %"f{fl(t)} *F{f2(8)}

1
= %Fl(w) * Fo(w)
1 o

= Fy(1)Fy(w—71)dr (3.27)

2r ) o

JX(w)

por tanto (3.26) puede escribirse como:
1 [ R
X(w) = ——/ (™) 47 (3.28)

Siguiendo el mismo procedimiento, se transforma ahora (3.25b) obteniéndose:

Rlw) = % /_ h % dr (3.29)

Las ecuaciones (3.28) y (3.29) son en realidad expresiones muy conocidas. La
transformada de Hilbert? de una funcién f(t) es su convoluciéon con la funcién
1/7t:
1 1 > f(r)
H{f@&)} =ft)x — =— —=d 3.30
oy = s = [ (3.30)
Obsérvese que la transformada de Hilbert no cambia de dominio. En el dominio
transformado se tiene que

Tt} =5 {10« 2 b =5 { | = i@ 63

2El lector interesado en la aplicacion de la transformada de Hilbert al procesado de senal
puede consultar (Carlson y Crilly 2010) donde se encuentra su definicion, propiedades principales
y aplicaciones.
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En el caso que nos ocupa, la transformacion de Hilbert tiene lugar en la variable
w y no en la variable del tiempo y se puede seguir todo el razonamiento expuesto
aqui aplicando la propiedad de dualidad.

Resumiendo lo aprendido en esta seccion:

= Una funcion de transferencia real y causal genera dos funciones: su parte par
he(t) y su parte impar h,(t).

» La transformada de Fourier de la parte par es R(w):

F{he(t)} = R{H (@)} = R() (3.32)

= La transformada de Fourier de la parte impar es j X (w):

F{ho(t)} = jS{H(W)} = jX () (3.33)

= La relacion entre la parte real y la parte imaginaria de H(w) viene dada por
la transformada de Hilbert con el signo adecuado:

R(w) = H{X(w)} (3.34a)
X(w)=—-H{R(w)} (3.34Db)

Comentario: Se ha supuesto que h(¢) no contiene impulsos en el origen. Esto
impone la restriccion de que a altas frecuencias H (w) tiende a cero segtn el teorema
del valor inicial (Papoulis 1962). Es decir

[h(0)] < 00 = wh;ngo Hw)=0 (3.35)
Supongamos que a altas frecuencias H(w) — ko. Entonces sucede que el término
kod(t) aparece en h(t) y en he(t) pero no en h,(t) porque la delta es un término
par. Por lo tanto, (3.25a) es valido pero kod(t) se ha perdido en (3.25b). Como
conclusion: (3.28) proporciona el valor correcto de X (w) pero de (3.29) sélo se
recupera R(w) —ko. En la ecuacion (3.29) hay una incertidumbre de una constante
para obtener R(w) a partir de X (w). Claramente R(w) — ko cuando w — o0, y
por ello (3.29) debe ser escrita como:

X(7)

wW—T

R(w) = R(oo) + % /_ h ir (3.36)
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3.3 Relaciéon entre modulo y la fase de H(s)

Supongamos que H(w) se escribe de la siguiente forma:
H(w) = e~ @) —i0(w) (3.37)

En general, f(w) no determina univocamente «(w) a menos que se hagan mas
suposiciones sobre H(w) (como por ejemplo que sea de fase minima?®). Si hacemos
esta suposicion, entonces la funcion In H(s) es analitica en el semiplano derecho y
la atenuacion y fase de H(w) estan relacionadas por:

In H(w) =In|H(W)|+ j£H (w) = —a(w) — jO(w) (3.38a)
f(w) = %/OO % dr (3.38b)

2 oo -
a(w) = a(0) — —/ _n) dr (3.38¢)

T J oo T(T2 — w?)

Estas relaciones no son las tnicas que pueden relacionar a(w) con 6(w) (Papoulis
1962). También es posible reconstruir H(w) a partir de a(w) dada en un intervalo
del eje imaginario si 6(w) est4 dado en el intervalo complementario.

3.4 Casos teodricos

En este apartado se van a tratar ejemplos de interés para el filtrado. Sin embargo,
la idealidad de los ejemplos solamente indica la tendencia de un filtro real cuando
éste tiende a ser cada vez més ideal. Ello nos indicara los principales compromisos
que hay que asumir en el diseno de filtros.

3.4.1 Filtro de amplitud constante
Consideremos un filtro paso bajo de fase minima con la caracteristica de amplitud:

(1, lw] < we;
|521(w)| a { A57 |w| > We.

donde A; < 1 es la atenuaciéon en la banda atenuada que asumiremos que es
constante con la frecuencia.

En este caso nuestra H(w) es precisamente S2;(w) y el objetivo es encontrar una
expresion para la fase (y del retardo de grupo) a partir del modulo. Como primer

3Un filtro es de fase minima si los ceros del numerador de la funcién de transferencia estan
en el semiplano izquierdo. Esto genera un £S21(w) minimo en el rango —oco < w < 0o para un
|S21(w)| dado. Véase (Blinchikoff y Zverev 2006).



8.4 Casos tedricos

paso obtenemos a(w):

0, |w] < we;

y usando (3.38b) y sabiendo que a(w) es una funcion par:

o) = &[T a2 20,

TS oo T2 — w? ™ — w?
2 * —ln A, 2 < d
- = %dT:——wlnAs/ s
T Jo, TP—w 7 w, T2—w
1nAs/°°( 1 1 )
= - — dr
™ we \T—wW T+w
In A, ‘wwc
= In
s W + We

La fase tiene el aspecto mostrado en la figura 3.2. El retardo de grupo asociado es:

_d¢  di(w) 2weIn Ag

T T T T dw T (w? — w?)

Obsérvese que el retardo de grupo es negativo a partir de w. y que tiene una
discontinuidad no evitable en w = w,. Esto no es posible en un filtro real en el que
el retardo de grupo es siempre positivo y continuo. Sin embargo, se pueden extraer
conclusiones de este ejemplo:

= El retardo de grupo es proporcional a la atenuacion en la banda atenuada
(In Ay) y tiende a infinito cuando A, tiende a cero.

= En el origen el retardo de grupo es:

~ 2[In Ay

TWe

74(0)

y también es proporcional a la atenuacion. El retardo de grupo cerca del
origen tiene la expresion:

@) E) )

= La expresion del retardo de grupo dista de una respuesta real debido a la
asintota vertical y al comportamiento del retardo de grupo en w > w,.. En
general, aumentar la pendiente de la amplitud (filtro con mayor selectividad)
tiende a aumentar el retardo de grupo y en este caso el retardo se dispara
precisamente a la frecuencia de corte porque la pendiente es infinita.

Tg(w) = 74(0) (3.39)
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[S21 ()] ()

Agp----=--

0 o, o,

Figura 3.2: Mo6dulo del filtro de amplitud constante y la correspondiente fase ¢ = —0(w)
obtenida a partir de la expresién del médulo.

3.4.2 Filtro con atenuacién polinomial

Obviamente el caso anterior es muy ideal. Es un intento de aproximar a trozos un
problema de aproximacion en dos bandas (la de paso y la atenuada), como puede
ser la aproximacion de un filtro eliptico donde se especifica una atenuacién minima
en la banda atenuada. Sin embargo, un filtro de Butterworth o de Chebyshev
tienen una banda atenuada que es maximalmente plana en w — oo. Por ello, una
aproximacion a trozos que cumpla esta caracteristica podria ser (Rhodes 1976):

1, w| <1
1921 (w)| = { L Jw| > 1.

‘w‘n7

donde, para simplificar el ejemplo, se ha supuesto que la frecuencia de corte es la
unidad. Ya que la fase no proporciona una informaciéon tan util como el retardo
de grupo, y debido a que la integracion puede ser un tanto farragosa, es preferible
calcular directamente el retardo de grupo:

d¢p _di(w) 1 /°° 72 4+ w?

a(t)——— dr

W) = T T o (72 — w2)?

donde
0, |w| <1

a(w)=—-In|H(w)| = —In Sz (w)| = { nlnfw|, |w|>1.

Sustituyendo la atenuacion se obtiene

7y(w) = %/1001“ [(le)Q G jw)g] "

Integrando por partes se puede simplificar cada término:

/‘X’ Inz d _/°° dx
1 (zxa)? e 1 z(zta)
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