D4

..-"—..

K <
Problemas IBSIIBHIIS
e 00Illl'0| automatlco

“emlm cﬂn“nllﬂ \
= JEBE Il

Vicente casanova | Antonio Correcher

-",




Vicente Casanova Calvo

Antonio Correcher Salvador

Problemas resueltos de control
automatico: tiempo continuo

4

edUPV

Universitat Politécnica de Valéncia




Coleccién Académica http://tiny.cc/edUPV_aca

Para referenciar esta publicacion utilice la siguiente cita:
Casanova Calvo, V.; Correcher Salvador; A. (2023). Problemas resueltos de control
automadtico: tiempo continuo. Valencia: edUPV

© Vicente Casanova Calvo
Antonio Correcher Salvador

© 2023, edUPV
Venta: www.lalibreria.upv.es / Ref.: 0354_03_01_04

ISBN: 978-84-1396-033-3
Depésito Legal: V-321-2023

Imprime: Byprint Percom, S. L.

Si el lector detecta algun error en el libro o bien quiere contactar con los autores, puede enviar un
correo a edicion@editorial.upv.es

edUPV se compromete con la ecoimpresién y utiliza papeles de proveedores que cumplen con los
estandares de sostenibilidad medioambiental
https://editorialupv.webs.upv.es/compromiso-medioambiental

La Editorial UPV autoriza la reproduccién, traduccion y difusién parcial de la presente publicacion
con fines cientificos, educativos y de investigacidon que no sean comerciales ni de lucro, siempre que
se identifique y se reconozca debidamente a la Editorial UPV, la publicacién y los autores. La
autorizacion para reproducir, difundir o traducir el presente estudio, o compilar o crear obras
derivadas del mismo en cualquier forma, con fines comerciales/lucrativos o sin dnimo de lucro,
debera solicitarse por escrito al correo edicion@editorial.upv.es

Impreso en Espafia



Bloque A. Modelado tEOIICO........uuiiiieee e e e 1
Bloque B. Respuesta tEMPOral......coccuiiiiiciiii e 49
Bloque C. Lugar de 1as FaiCeS.....cuuiiiiiiiieeciiieeecieee et et e e e e e vee e e baee e e 115

Bloque D. Disefo de reguladores PID ........ccuvvvieeeeiieiiiiireee e neeee e 155







El presente libro es una coleccidn de problemas de Control Automatico. Todos ellos
son problemas que han ido apareciendo, a lo largo de 10 afios, en los examenes de
la asignatura Automatica Basica que se imparte en la Escuela Técnica Superior de
Ingenieria del Disefio, de la Universidad Politécnica de Valencia. Los problemas
estan resueltos con detalle y son un buen complemento para preparar dicha
asignatura o cualquier otra similar que trate la teoria de control automatico de
tiempo continuo.

El libro se ha estructurado en cuatro bloques, cada uno de los cuales contiene
problemas que tratan partes diferentes del temario de la asignatura:

e Bloque A: Problemas de modelado teérico.

e Bloque B: Problemas de respuesta temporal.

e Bloque C: Problemas del lugar de las raices.

e Bloque D: Problemas de disefio de reguladores PID.

Se aconseja vivamente no resolver los problemas mirando directamente la
solucion. Se trata de intentar resolverlos, de una forma mas o menos ordenada, y
después comprobar solucidn. Hay una gran diferencia entre entender la solucién y
resolver el problema. Puede que la principal dificultad de los problemas sea
interpretar correctamente el enunciado del problema y saber qué es lo que se esta
preguntando y esto es algo que se pierde si se va a mirar la solucién antes de haber
intentado resolverlo sin ayuda.

Esperamos que esta coleccion de problemas te sea de utilidad en el estudio de la
asignatura y para una mejor comprensiéon de los conceptos involucrados en la
teoria de control continuo.

Los autores
Valencia, diciembre de 2022






BLOQUE A. Modelado teodrico

En este bloque encontraremos problemas de modelado tedrico. El objetivo siempre es el mismo:
obtener la funcion de transferencia que modela la relacién entrada-salida de un sistema dindmico
de tiempo continuo. Se proporciona una descripcion del proceso a modelar, incluyendo las
ecuaciones diferenciales correspondientes a las distintas partes de este. Algunas de estas
ecuaciones son no lineales y serd necesario linealizarlas como paso previo a aplicarles la
transformada de Laplace. El sistema de ecuaciones, una vez linealizado y convertido al dominio de
Laplace, se representa mediante un diagrama de bloques para tener una representacion grafica
de la estructura del proceso y de las relaciones entre las sefiales que en él participan. El diagrama
de bloques es, finalmente, reducido para llegar a la funcién de transferencia que pide en
enunciado.

Los aspectos mas destacados del temario de la asignatura que se tratan en los problemas de este
bloque son:

e Sistema de ecuaciones diferenciales: se trata de obtener un sistema de ecuaciones
diferenciales que constituye el modelo matematico del comportamiento dindmico del
proceso. El sistema de ecuaciones debera tener el mismo numero de ecuaciones que de
incognitas para que tenga solucién Unica. Las incognitas del sistema son todas aquellas
sefiales cuya evolucidon temporal depende de alguna parte del proceso. No se consideran
incognitas las sefales externas que son independientes de las distintas partes del proceso
y que el enunciado especifica como entradas de este. Una vez completado el sistema de
ecuaciones diferenciales sera convertido en un sistema de ecuaciones algebraico por
aplicacion de la transformada de Laplace a cada una de las ecuaciones.

e Linealizacidn: es habitual que alguno de los elementos que integran el proceso a modelar
tenga un comportamiento no lineal. En este caso, su modelo matematico sera una ecuacién
diferencial no lineal. Para poder convertir la ecuacién diferencial en una ecuacion
algebraica, aplicando la transformada de Laplace, es necesario que sea lineal. Por lo tanto,
las ecuaciones diferenciales no lineales deben ser linealizadas antes de llevarlas al dominio
de Laplace. La tarea de linealizar las ecuaciones incluye el célculo de las constantes de
linealizacidon, que dependen del punto de funcionamiento que es especificado en el
enunciado del problema.

e Diagrama de bloques: el sistema de ecuaciones algebraico que resulta de aplicar la
transformada de Laplace al sistema de ecuaciones diferenciales puede ser representado de
forma grafica mediante un diagrama de bloques. De eta forma se tiene una vision mas clara
de la estructura del proceso a modelar y de las relaciones entre las sefiales que intervienen.

e Funcion de transferencia: el Ultimo paso en la resolucién de los problemas de modelado es
reducir el diagrama de bloques para llegar a la funcién de transferencia que modela la
relacion entre la transformada de Laplace de la sefial de entrada y la transformada de
Laplace de la variable de interés, ambas especificadas en el enunciado. Para ello se aplican
las reglas del algebra de bloques al diagrama hasta llegar a un unico bloque, lo cual es
equivalente a resolver el sistema de ecuaciones en el dominio de Laplace.
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Bloque A. Modelado tedrico

PA.1) Se ha disefiado un prototipo de sensor para poder medir on-line una
caracteristica de color de un liquido en movimiento mediante infrarrojos.

Qe(t), ce El sensor, que se intercala en la tuberia,

1' O consiste en un cilindro de area A, que

tiene una boquilla de entrada de liquido

(1), una de boquillas de salida (2), un

e (=] ffoe agitador (3) y un sistema de infrarrojos

B R S (4). A través de la boquilla de entrada

: ih(t) s (1) le entra un caudal de entrada, qe(?),

A que depende de la presion y velocidad

C><D [ o0 del liquido en la tuberia, mientras que

| por la boquilla de salida (2) sale un

(U - caudal, gs(t).

(Do () Para evitar que se sedimenten

particulas en el interior del sensor, éste

debe tener siempre un agitador en marcha. Al agitador (3) se le aplica un par motor

Tm(t) haciendo que gire a una velocidad (t). El par motor se puede considerar

como una entrada del sistema puesto que el usuario del sensor puede fijar el par

para ajustar la estabilidad del color medido. Se sabe que el agitador tiene un
momento de inercia J y un coeficiente de rozamiento viscoso B.

El motor esta conectado con la tuberia de salida de manera que ésta se puede

abrir o cerrar en funcién de la velocidad de giro para estabilizar el color. Con ello,
el caudal de salida se puede formular como:

gs(t)=K, () +K - o(t)

El color del liquido mezclado dentro del sensor, c(t), depende del color de liquido
que le entra, que suponemos de valor constante ce, del nivel de liquido
almacenado en el sensor h(f) y de la velocidad de giro del agitador, o(t),
conociéndose la relacion (con h(f)>0) siguiente:

dett)

K,
c(t)—ce-% K, - o) =

Por otro lado, el sistema de infrarrojos permite extraer una caracteristica del color,
I(t), proporcional al color.

I(t)=K. -c(t)

a) Determina el conjunto de ecuaciones diferenciales que modelan el
comportamiento del sistema. Clasificar las variables del modelo en entradas
controlables, perturbaciones, variables internas y de salida.

b) Linealiza el sistema y dibuja el diagrama de bloques.
¢) Calcula las funciones de transferencia:

{C)) : _IGs)
Gl(s) = 22(s) ; G2(s)= )




Problemas resueltos de control automdtico: tiempo continuo

Solucién
a) El enunciado nos da las siguientes ecuaciones:

—ce K g ) 2O
1) c(t)=ce ) K, -ot) o

2) I(t)=K_-c(1)

3) g5(t) = K,/ (h(t) + K- (1)

Queda por definir la dinamica de rotacion del eje, puesto que no hay par resistente,
se aplica la tercera ley de Newton para obtener:
4) Tm(t)—-B-o(t) :J~M
dt
Por ultimo, el balance de caudales provocara modificaciones en el nivel del
depdsito:
dh(t
5) ge()-gs(0) = 4~
t
Las entradas del modelo son, el par motor (Tm(t)) que es controlable puesto que
el usuario lo puede fijar y el caudal de entrada (ge(t)) que es una perturbacion,
puesto que depende de la presion y velocidad del flujo en la tuberia externa.

Por otro lado, la salida es I(t), puesto que es la medida final del sensor.

El resto de las variables, c(t), o(t), h(t) y gs(t) son variables internas del modelo.
La suma de variables internas y de salida es 5, que coincide con el numero de
ecuaciones, por lo que el modelo es correcto.

b) Las ecuaciones 1 y 3 son no lineales, puesto que no estan compuestas por
sumas de constantes por variables. Asi pues, debemos linealizar el modelo.

1) Ac(t) = K, - Ab(t) + K, - Aoo(t) + K, LD
Las constantes de linealizacion son:
= ac(t)| = e '21<h ; K= oc(t) =0y i) =0 ; K3 = 6;(t) =_K(u W,
o), hy oat)| , dr |, NEQ)
dt of

Tiene especial interés el calculo de K2, que resulta ser cero puesto que las
derivadas evaluadas en el punto de funcionamiento se anulan.

2) Al(t)=K, - Ac(?)
3) Ags(t) =K, - An(t)+ K - A1)



Bloque A. Modelado tedrico

_opsol _ K, oo _ KK,
Yo, 2ymtK-w, 7 000, 2Jh+K-o,
4) ATm(t)- B -Ao(t) = szt(t)
5) Aqe(t) - Ags() = 4

Una vez linealizado el sistema podemos aplicar la transformada de Laplace a las
ecuaciones.

1) c(s) =K, -h(s)+K, - aXs)+K;-s-c(s) | luego, c(s)- (1=K, -8) =K, -h(s)+K, - aXs)
2) 1(s)=K.-c(s)

3) 9s(s)=K, - h(s)+K;-eXs)
4) Tm(s)=(B+J -s) - w(s)
5) ge(s)—qs(s)=A-s-h(s)

Construyamos el diagrama de bloques a partir de las ecuaciones, para ello
comenzaremos por una de las entradas para calcular la salida. Elegimos, por
ejemplo, ge(s). Esta variable aparece so6lo en la ecuacion 5, la utilizaremos como
dato para calcular una de las dos variables que aparecen en la ecuacion (q(s) y
h(s)). Parece ldgico despejar h(s), puesto que el caudal de entrada sirve para
modificar el nivel del depdsito.

La ecuacion despejada queda:

h(s) = (qe(S) gs(s))

Implementamos la ecuacién en bloques:

ge(s)  + 1 his)
— >

qs(s)

Ahora emplearemos la variable que hemos calculado (h(s)) como entrada para la
siguiente ecuacion.

Elegimos la ecuacion 1, donde aparece h(s) y la empleamos para calcular otra

variable. En la ecuacién aparecen o(s) y c(s), como no parece légico que a partir
del nivel se calcule la velocidad de giro del eje, despejamos c(s):
1

C(S) :m(Kl ~h(S)+K2 a)(S))
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Afadimos la nueva ecuacion al diagrama:

qels)  + 1 his) + 1 ¢(s)

1-K3s

as(s)

Repetimos la operacion, empelando c(s) como entrada en otra ecuacion, solo
aparece en la ecuaciéon 2, donde se calcula la salida.

1(s)=K_-c(s)

La ponemos en el diagrama de bloques:

qels) o+ 1

his) + 1 ofs)
A As 1-K3s -

gs(s)

Ya hemos calculado la salida. Para comprobar si hemos terminado nos fijamos en
las variables que necesita el diagrama para calcular la salida, qe(s), gs(s) y o(s),
como solo ge(s) es una entrada y vendra fijada desde fuera debemos calcular las
otras dos. Comenzamos por w(s), se puede calcular desde la ecuaciéon 3 o desde
la 4. Si las observamos detenidamente, si la calculamos desde la 3, no nos
quedaran ecuaciones para poder calcular gs(s), puesto que en la ecuaciéon 4 no
aparece. Asi que despejamos o(s) de la ecuacion 4:

C()(S)=me(S)
La incluimos en el diagrama.
qes)  + 1 h(s) + ) o(s) 1(t)
— P Kl —p Kc —P
A As X 1-K3s
gs(s)
K2
& 1 Tm(s)
wit) B+Is l

Por ultimo, debemos calcular g(s) de la ecuacion 3.
gs(s)=K, - h(s)+K; - axs)



Bloque A. Modelado tedrico

La incluimos en el modelo y ya tenemos terminado el diagrama de bloques:

— Kl —»{ Ko —p
As | ’ A 1-K3s ¢

K4

ge(s)  +

K2

| Tm(s)

B+Is (

K5

+ w(t)

¢) Para calcular las funciones de transferencia aplicaremos el principio de
superposicion. Ademas, Anularemos K2, puesto que su valor es cero, para
simplificar el diagrama.

Célculo de E(O)
qe(s)
Eliminamos la entrada Tm(s), por lo que el diagrama de bloques queda:
qels)  + | h(s) R ES, I(t)
_ xTKI M s [
qs(s) K4

Que consiste en una realimentacion y una serie de bloques en serie. La
realimentacion se resuelve:

1

Gri(s) = —45—= !
1+ K, As+K,
A-s
Ahora conectamos en serie todos los elementos:
I(s) _ 1 X 1 K = K K.
ge(s) (4s+K,) (1-K;-s) (As+K,)(1-K;-5)
1(s)

Caélculo de
Tm(s)
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Eliminamos la entrada ge(s), teniendo en cuenta que esa entrada incide sobre un
sumador donde se resta qs(s), el diagrama de bloques redibujado quedara:

6 — 10
=T B

qs(s)

Tm(s) 1 wit)

Del mismo modo que en el caso anterior se puede resolver simplificando la
realimentacion y conectando el resto de los bloques en serie.
1
-1—

Gr(s) = A'IS = _IK
1-(-)—K, ST
A-s

Por lo que la funcion de transferencia es:
Is) _ 1 K. -1 K, 1 K - K, K,-K,
Tm(s) (Js+B) (4s+K,) (1-K;-s) (Js+B)(As+K,)(1-K,-s)

PA.2) La figura adjunta muestra el péndulo invertido rotacional (también conocido
como péndulo de Furuta). Se pretende obtener un modelo de su comportamiento
dinamico. Un motor de continua hace girar un brazo horizontal conectado a su eje.
El movimiento del brazo hace girar un péndulo vertical situado en su extremo
exterior. El objetivo es mantener en posicion vertical (equilibrio inestable) mientras
el brazo sigue una determinada trayectoria, determinada por una senal de
referencia externa.

Las variables que intervienen son las siguientes:
e Vn(t): Tension aplicada al motor
e Tm(t): Par generado por el motor

Péndulo

 O(t): Angulo del brazo en el plano horizontal

e 0y(t): Angulo del péndulo en el plano vertical

El motor de continua genera un par, Tm(t),
proporcional a la tension aplicada, Vm(t). La
constante de proporcionalidad de esta relacion, Km,
se supone conocida.

El par generado tiene como consecuencia causal el
movimiento del brazo, que se pone de manifiesto en
un desplazamiento angular, 6(t) (ver vista superior),
segun una dinamica de rotacion con momento de
inercia Jo y rozamiento viscoso Be.




Bloque A. Modelado tedrico

El angulo barrido por el brazo esta relacionado con el angulo del péndulo, o(t) (ver
vista frontal). Una version simplificada de dicha relacion viene dada por la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria:

2
. d a2(t) ‘B da(t)
dt dt

d*0(1)
dr’

En la ecuacién anterior Jo y By son el
momento de inercia y el rozamiento viscoso
asociados al movimiento rotacional del
péndulo. Las constantes m, | y g son,
respectivamente, la masa y longitud del
péndulo y la aceleracién de la gravedad.
Por ultimo, Kp es la constante es la
constante asociada a la articulacion que
une el brazo y el péndulo que, como todas

Vista shperior Vista frontal 1 :
BRAZG BENDULO las demas, se supone conocida.

:m-l~g-sin(a(t))+Kp

a(t) v

a) Determina el conjunto de ecuaciones diferenciales que modelan el
comportamiento del sistema, tomando Vm(t) como sefial de entrada y a.(t) como
sefial de salida.

b) Linealiza el sistema de ecuaciones, tomando ae=0 (posicion vertical invertida)
como punto de funcionamiento.

c) A partir del sistema de ecuaciones linealizado, determina la funcion de
transferencia:

G, ()= 2L

V.. (s)

Dado que se trata de un sistema inestable, es necesaria una estructura de control
realimentada para mantener el péndulo en posicién vertical invertida mientras el
brazo sigue su referencia. Para ello se va a utilizar un controlador cuya dinamica
(en el dominio de Laplace) viene descrita por el siguiente sistema de ecuaciones:

(R(s) - 9(5))1(1' =s-U,(s)

—a(s)-Kd-s=U_,(s)

V,(s)=Uy(s)+U,(s)
d) Dibuja el diagrama de bloques completo del sistema combinando la estructura

de control con el sistema de ecuaciones linealizado correspondiente a la
dinamica del proceso.

e) Reduce el diagrama de bloques para obtener la funcién de transferencia que
relaciona la entrada de referencia, R(s), con la posicion angular del brazo, 0(s).
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Solucién

a) Las ecuaciones que describen la dinamica del proceso propuesto son las tres
siguientes. La primera relaciona la tension aplicada al motor con el par generado.
La segunda es la que corresponde a la dinamica de rotacion del brazo que
relaciona el par motor con el dngulo barrido por el mismo. La tercera es la ecuacion
que relaciona el angulo del brazo con el angulo del péndulo.

D) Tm(t)=K,, -Vm(t)

do(t) d*o(t)
2) Tm(t)—B =J
) Tm(t)—-B, 7 0T
d*a(t) da(t) . d’o(t)
3) J, " +B, 7 :m~l-g-sm(a(t))+Kp "

b) La Unica ecuacion no lineal es la tercera y, por lo tanto, es la Unica a linealizar.
La version linealizada de la misma sera:

2 2

d 492(:) _K'a(t)+ K" da(t) N K’”d az(t)
dt dt dt

Las constantes de linealizacién se obtienen sin mas que particularizar en el punto

de funcionamiento, la derivada parcial de la ecuacion no lineal respecto a la sefial
que acompafia a la constante de linealizacion.

K'=-m-l-g-cos(a))/K, —*=— K'=-m-l-g/K,
K'=B,/K,
K"=J,JK,

¢) Una vez linealizado el sistema de ecuaciones original se puede transformar al
dominio de Laplace para convertirlo en un sistema de ecuaciones algebraico:

1) Tm(s)=K,,-Vm(s)
2) Tm(s) = (Jo e +B, ‘s)ﬁ(s)
3) 5-0(s)=(K'+K"-5+K"-5" ) a(s)

V., 6) Km T.(8) | 1 0(s) 5 os)
Jys"+B,s K+K"s+K"-s’

Después de reducir y simplificar el diagrama de bloques, la funcién de
transferencia que solicita el enunciado es:

a(s) _ K, s
Vm(s) (Jg-s+Bg)(K'+K”-s+K”'-sz)

10



Bloque A. Modelado tedrico

d) A partir de las ecuaciones del controlador se puede obtener el diagrama de
bloques. Dicho diagrama tendra tres entradas: la sefal de referencia, R(s), la
posicion angular del brazo, 6(s), y la posicion angular del péndulo, a(s). La sefial
de salida sera la accién de control aplicada al motor de continua, Vm(s).

U()(s) +

R(s) + ﬁ -~
1; Ky

- +

V()

ous)
—Kd -s

O(s)

Combinando esta estructura con el diagrama de bloques del apartado anterior se
obtiene el sistema de control del péndulo invertido rotacional completo.

R(s) Ki Uys) + V.(8) K T.(s) R 1 0(s)
;; ? m |l J,-s"+B,s

v

ays) 52
K'+K"-s+K"-s*

-Kd-s

e) Reduciendo el diagrama de bloques se llega a la funcion de transferencia que
relaciona la sefal de referencia con la posicion angular del brazo que transporta
el péndulo.

0(s) K, -Ki(K'+K"-s+K"-s")
R(s) (J,-s+B)(K'+K"-s+K"-5*)s*+K,, -Kd-s* + K, -Ki(K'+ K"-s +K"-5%)

11
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PA.3) La figura adjunta es una representacion esquematica de un levitador
electromagnético (MagLev). Su funcionamiento es el siguiente:

La tensién de entrada aplicada,
ve(t), da lugar a una corriente
WW—e eléctrica, i(t), que atraviesa la
bobina del electroiman. La
resistencia (R) e inductancia (L)
i(t) de este circuito actuador se
v () — suponen constantes y conocidas.
Dicha corriente genera un campo
magnético que da lugar a una
fuerza de sustentacion, F(t), que
actua sobre una bola metalica.

La fuerza ejercida por el
electroiman depende, por
supuesto, de la corriente que
atraviesa la bobina, pero también
de la distancia que separa el
electroiman de la bola, x(t),
segun la siguiente ecuacion,
donde Km es un parametro
conocido que depende
fundamentalmente de la
inductancia generada por el
objeto levitado:

e (IO
F(@)= Km(x(t)j

La fuerza de sustentacion provoca, contrarrestando la fuerza ejercida por la
gravedad terrestre, el desplazamiento vertical de la bola metélica segun una
dinamica de traslacion en la que no hay rozamiento elastico y el rozamiento
viscoso se considera despreciable. La masa de la bola es m y g es la aceleracion
de la gravedad que se suponen valores constantes y conocidos. La posicion
vertical es medida por un sensor de infrarrojos que proporciona una tension, vs(t),
directamente proporcional a la posicidon de la bola, x(t), siendo Ks la constante de
proporcionalidad. Esta sera la sefial que se empleara en la realimentacion del
sistema de control.
a) Determinar el sistema de ecuaciones que describe la dinamica del proceso
descrito.
b) Linealizar el sistema de ecuaciones suponiendo conocida la distancia
vertical en el punto de funcionamiento, xo.
c) Determinar la funcion de transferencia que relaciona la transformada de
Laplace de la tension de entrada con la transformada de Laplace de la
tension del sensor.

R
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Bloque A. Modelado tedrico

Un modelo mas complejo y, por lo tanto, mas cercano a la realidad, del
proceso considera que la inductancia del circuito actuador es variable, L(t),
ya que depende de la distancia, x(t), entre la bobina del electroiman y el
objeto metalico levitado. La ecuacion que relaciona estas dos sefiales es la
siguiente, donde Lo y xo son los valores en el punto de funcionamiento y L es
la inductancia en ausencia del objeto levitado, parametros del sistema que
se suponen conocidos:

Ly=L+h™
x(t)

d) Determinar la funciéon de transferencia que relaciona la transformada de
Laplace de la tensién de entrada con la transformada de Laplace de la
tension del sensor, teniendo en cuenta la inductancia variable del circuito
actuador. NOTA: No es necesario calcular las constantes de linealizaciéon en
este apartado.

Para estabilizar el proceso es necesaria una estructura de control apropiada.
En este caso se va a emplear un servosistema convencional con un
regulador PD, implementado con componentes analdgicos. El circuito
electrénico que implementa la estructura de control se incluye en la figura
siguiente, donde vr(t) es la sefial de referencia mediante la cual se gobierna
la posicion vertical de la bola metalica.

e) Utilizando cualquiera de las funciones de transferencia de los apartados
anteriores y afiadiendo la parte correspondiente a la estructura de control,
determinar la funcion de transferencia que relaciona la transformada de
Laplace de la tensidon de referencia con la transformada de Laplace de la
posicion vertical.

Solucién

a) Las relaciones de causalidad que intervienen en el sistema descrito son las
siguientes. La tension de entrada aplicada da lugar a una corriente que atraviesa
la bobina del electroiman. Dicha corriente da lugar a una fuerza de sustentacion.
La fuerza provoca un desplazamiento lineal al contrarrestar la atraccion de la
gravedad. El desplazamiento da lugar a la tensién en el sensor. El sistema de
ecuaciones completo sera:

13



Problemas resueltos de control automdtico: tiempo continuo

1) v.(6) = R-i()+ LD
dt

x(t)
d x(t)
dr*

2) F(t) = Kn{ﬂj

)F@t)-m-g=m

4 v, () = Ks - x(t)

b) Es facil ver que la ecuacién numero 2 es no lineal y su version linealizada, que
incluye dos constantes de linealizacion, sera:

. 2

l(t) r o "
F(f)=Km| =~ —— F@O)=K"-i(t)+K"-x(1)

x(t)
Derivando la funcion no lineal y particularizando en el punto de funcionamiento se
obtienen las expresiones correspondientes a las constantes de linealizacion:

_ 2-Km-i,

(Xb)z

K!

El enunciado nos dice que se supone conocida la posicion en el punto de
funcionamiento (xo) pero para calcular el valor de las constantes de linealizacion
es necesario conocer el valor de la corriente en el punto de funcionamiento (io).
Combinando las ecuaciones 2 y 3, particularizadas en el punto de funcionamiento
se puede obtener la relacién entre io y Xo:
iy = x, &

Km
Por ultimo, la ecuacién numero 3 pierde la constante correspondiente a la fuerza
de la gravedad al ser linealizada. Esto no significa que la gravedad desaparezca
del sistema ya que esta presente a través de las constantes de linealizacién de la
ecuacion numero 2:

d’ x() d’ x(t)
dr dt*
c) Para determinar la funcion de transferencia que solicita el enunciado, el

sistema de ecuaciones linealizado hay que pasarlo al dominio de Laplace para
convertirlo en un sistema de ecuaciones algebraico:

1) Ve(s)=l(s)(R+L-s)

2) F(s)=K"-1(s)+K"- X(s)
3) F(s)=m-s" - X(s)

4V (s)=Ks-X(s)

F@t)-m-g=m

—>  F)=m
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Bloque A. Modelado tedrico

Representado con un diagrama de bloques, el sistema de ecuaciones anterior
queda de la siguiente forma:

R+L-s

Reduciendo el diagrama de bloques se llega a la funcién de transferencia que
relaciona la transformada de Laplace de la tension de entrada, Ve(s), con la
transformada de Laplace de la tension del sensor, Vs(s):

V.(s) K'-Ks

V.(s) (R+L~s)(m-s2—K”)

d) Al tener en cuenta la inductancia variable aparece una nueva relacién de
causalidad que relaciona dicha inductancia con el desplazamiento, segun la
ecuacion que proporciona el enunciado. Esta nueva ecuacién es no lineal por lo
que habra de ser linealizada con la apropiada constante de linealizacion. Ademas,
la ecuacion numero 1 pasa a ser no lineal ya que aparece un producto de sefiales.
No calculamos, en este caso las constantes de linealizacion. El sistema de
ecuaciones queda:

di(?)

D v.()=Ri0+LO= =

V.()y=K"-i(t)+ K" %JFKV -L(t)

2) F(t)= Km(i(—t)J —  F@)=K"-i@t)+K"-x(t)

x(t)
3) F(t)—m-g=m dd)t‘z(’) — s F()=m ddfz(’)
4) v (1) =Ks-x(2)
S L =L+l =K x(0)
x(t)

Una vez linealizadas vy, tras aplicar la transformada de Laplace, el sistema de
ecuaciones queda como sigue:

V() =1(s)(K"+5-K")+ K" L(s)
F(s)=K"-1(s)+K"- X(s)
F(s)=m-s*- X(s)
V.(s)=Ks-X(s)

L(s)=K"-X(s)

15



Problemas resueltos de control automdtico: tiempo continuo

En el diagrama de bloques aparece una segunda realimentacion que relaciona el
desplazamiento con la inductancia:

V(s) + 1 I(s) K + F(s) X(s) p V()
K"+K"-s m-s® s

Mk
)

T O Iy §

Reduciendo el diagrama de bloques se llega a la funcién de transferencia que
relaciona la transformada de Laplace de la tensién de entrada, Ve(s), con la
transformada de Laplace de la tensién del sensor, Vs(s), cuando se tiene en cuenta
la inductancia variable:

Vi(s) K'-Ks
V.(s) (K"+s-K")(m-s*-K")+K'"-K" - K"

e) Sobre el esquema del circuito que implementa la estructura de control, damos
nombre a algunas tensiones intermedias para ayudar a plantear el sistema de
ecuaciones:

R
v R Vi) = W
~ Va(t) R
+ - '

V0

No resulta dificil darse cuenta de que el primer y el tercer operacional estan en
configuracion de amplificador inversor con ganancia unitaria, el segundo vy el
cuarto estan en sumador inversor y el que queda estan en configuracion de
derivador. Sabiendo esto y, dado que se trata de un sistema lineal, se pueden
plantear las ecuaciones directamente en el dominio de Laplace:

Vi(s)=V.(s)
V() ==(V () +V,(5))
V() =V5(s)

Vi(s)=—R-C, 5 Vy(s)

R
‘C(S)=—?"(V3(S)+K(S))
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Bloque A. Modelado tedrico

Con unas sencillas sustituciones el sistema de cinco ecuaciones se puede
convertir en uno de dos ecuaciones que resume la estructura de control:

Va($)=V,(s)=V.(s)

R
Ve(s)z?”(l+R-Cd )V, (s)

Llamando G(s) a la funcion de transferencia obtenida en el apartado a), que
relaciona Ve(s) con Vs(s), el diagrama de bloques de la estructura de control
completa queda como sigue:

\Y + V., \ V. X
(s) "N\ (s) %(1+R<Cdu\‘) (S) G(s) (8) 1Ks (s) >
v,(s)
[ Ks l
L=r

Nota que la salida de la funcion de transferencia que pide este apartado es X(s) y
no Vs(s). Reduciendo el diagrama de bloques se llega a la solucion de este
apartado:

RJ ’
XG6s) Z(1+R-C,5)K

= R
PO (R L) (e - K)+ S (1RG5 K K

PA.4) Se pretende obtener un modelo matematico simplificado del sistema de
control de velocidad de un tren sin conductor. Su funcionamiento es el siguiente:

La referencia de velocidad, Rv(t), que indica la velocidad a la que debe
circular el tren en cada momento, es una sefial preprogramada, que
evoluciona en el tiempo a partir de la localizacién del tren, proporcionada
por un GPS. Esta sefial también puede modificarse de forma remota desde
la estacion de control en caso de emergencia.

La referencia se compara con la lectura de un tacometro, Lt(t), que mide la
velocidad a la que circula el tren en cada momento, Vr(t). Se sabe que la

relacion entre Vr(t) y Lt(t) viene dada por la siguiente ecuacion diferencial:
dL, (¢
r$+LT(t) —K, -V, (0)

La diferencia entre Rv(t) y L1(t) da lugar a una fuerza de empuje, Fe(t), que
mueve el tren en la direccion de avance, proporcional a dicha diferencia
segun una constante de proporcionalidad KEe.

F()=K,; (Rv(t)_LT(t))
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a)

b)

El tren es modelado como una Unica dinamica de traslacion de masa M,
rozamiento viscoso B y sin rozamiento elastico.

Como medida de seguridad se ha incluido un sistema de frenado de
emergencia que aplica una fuerza, Fr(t), contraria a la de empuje. Dicha
fuerza de frenado depende de la rapidez con que cambia la referencia de
velocidad, segun la siguiente ecuacion diferencial:

dR, (1)
t

F.()=K;

Para incluir en el modelo la influencia del viento se afiade al sistema una
entrada de perturbacién que informa de la velocidad del viento en la
direccion de avance del tren. Esta sefal, Vv(t), toma valores positivos
cuando el viento sopla en la direccidon de avance y negativos cuando sopla
en la direccion contraria. La fuerza que genera el viento depende tanto de
la velocidad del viento como de la velocidad del tren, segun la siguiente
ecuacion:

F,(0)=K, V,(O(V, (1))

Determinar el sistema de ecuaciones que describe la dinamica del
proceso descrito.

Linealizar el sistema de ecuaciones suponiendo conocidas la referencia de
velocidad y la velocidad del viento, en el punto de funcionamiento (Rvo y
Vvo).

Determinar la funcién de transferencia que relaciona la transformada de
Laplace de la referencia de velocidad con la transformada de Laplace de
la velocidad del tren.

Determinar la funcién de transferencia que relaciona la transformada de
Laplace de la velocidad del viento con la transformada de Laplace de la
velocidad del tren.
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