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Prélogo

El analisis cinematico constituye una de las bases fundamentales en el estudio y
disefio de sistemas mecanicos. Entender como se mueven los cuerpos, cdmo
interactian los elementos y como las trayectorias, velocidades y aceleraciones
influyen en el desempefio de una maquina, es esencial para transformar concep-
tos tedricos en soluciones funcionales. Entre otros sistemas de transmision, los
mecanismos estan presentes en las maquinas para transmitir potencia y movi-
miento. Para proceder al disefio de las barras o, dicho de otro modo, conocer el
estado tensional de cada barra, para un material y geometria predefinidos, se ne-
cesita conocer previamente las acciones a que estan sometidas. Es aqui, donde el
estudio dinamico inverso de mecanismos tiene su relevancia, ya que las fuerzas y
momentos de inercia dependen de la aceleracion de cada barra. Con ello, verificar
que las barras de un mecanismo no superan el limite de tensi6on admisible, esta
condicionado a haber estudiado previamente su cinematica.

Esta coleccion de problemas de analisis cinematico esta dirigida a estudiantes
y docentes de ingenieria. Surge con el propésito de ofrecer una herramienta para
profundizar en la comprension de los conceptos tedéricos mediante la resolucién de
problemas, basados en la experiencia académica y profesional de los autores en
el &mbito de los mecanismos. Se analizan las metodologias de estudio cinematico
para mecanismos planos, integrando el enfoque analitico mediante ecuaciones de
cierre con los métodos graficos de los cinemas, la técnica de proporcionalidad y el
teorema de las velocidades proyectadas.

Se estructura en dos partes diferenciadas. Se inicia con una introduccion cen-
trdndose en los fundamentos bésicos de estos métodos, estableciendo los requisi-
tos previos necesarios y definiendo las caracteristicas y las expresiones cinemati-
cas fundamentales. La segunda parte la compone la resolucion de cuatro
problemas practicos sobre casos extraidos del ambito real. Se guia al lector en
todo el desarrollo matematico para favorecer su aprendizaje autbnomo en la apli-
cacion de cada metodologia. Cuando es posible, se incluyen célculos y metodolo-
gias alternativas y se comparan sus resultados. Cada problema se presenta con
una descripcién de las aportaciones que implica su estudio y sus conclusiones.
Los problemas se han organizado en orden de dificultad creciente, introduciendo
variantes y nuevas aportaciones respecto al problema anterior con el fin de conso-
lidar los conceptos aprendidos.

Con este enfoque, se pretende ofrecer una contribucion que permita profundi-
zar en el estudio de mecanismos, estableciendo una base solida para la formacion
del lector en la aplicacion de estas técnicas cinematicas.

Los autores
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1
Introduccion

1.1. Metodologias de analisis cinemético

Las técnicas de estudio de la cinematica se agrupan en dos enfoques diferencia-
dos en base al tratamiento de las expresiones matematicas, estos son: 1.- méto-
dos analiticos y 2.- métodos graficos. En el primer grupo se incluye el tratamiento
trigonométrico, algebra vectorial y las ecuaciones de cierre, mientras que en el
segundo caso se tiene el tratamiento mediante el concepto de centro instantdneo
de rotacion y la resolucién mediante cinemas. Junto a estos, también puede consi-
derarse un planteamiento hibrido que agrupe las técnicas anteriores: son los mé-
todos grafico-analiticos.

Todos estos métodos resuelven las expresiones cinematicas mediante técni-
cas alternativas, lo que implica diferencias entre ellos. Por un lado, los tratamien-
tos analiticos hacen uso de expresiones en forma paramétrica, lo que permite
obtener expresiones explicitas de los pardmetros y ofrecen la ventaja de recalcu-
larse réapidamente ante la modificacion de un pardmetro inicial, sin necesidad de
realizar todo el célculo nuevamente, o tratar estas funciones desde un punto de
vista mateméatico, como es el caso de obtener sus derivadas o la evolucién de sus
valores para sucesivos instantes de tiempo. Por otra parte, los métodos graficos
son mucho mas rapidos e intuitivos, pero resuelven el sistema mecanico solamen-
te en el instante considerado.

Los mecanismos estan formados por barras —también indicadas como esla-
bones o elementos, segln la bibliografia que se consulte—, y estas a su vez estan
unidas en contacto permanente, pero con movimiento relativo, a través de los lla-
mados pares cinematicos. Se define movilidad o también llamado grado de libertad
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—0 GDL- como el nimero de parametros independientes entre si que son necesa-
rios para definir la posicién —o la velocidad o la aceleracién, segun el estudio que
se esté realizando— de las barras y puntos, considerando que son conocidas las
longitudes de cada una de ellas.

Es necesario recalcar que, para estudiar la cinematica, se debe conocer pre-
viamente la localizacion de los puntos y la orientacion de las barras del mecanis-
mo. De todos los métodos cinematicos, siendo conocidas las dimensiones de las
barras y los datos —angulo respecto a un linea o distancia longitudinal desde un
punto de referencia, respectivamente— de la/s barra/s de entrada, segun indica el
GDL del mecanismo, el método analitico de la ecuacion de cierre y el trigonométri-
co permiten resolver la geometria de todas las barras restantes del mecanismo,
aunque siendo estrictos, también puede resolverse de forma gréafica. Sin embargo,
la metodologia trigonométrica, generalmente resulta laboriosa, ya que se han de
obtener las expresiones que relacionen la geometria de todas las barras, y tam-
bién requiere proceder a la derivacion de estas para obtener las correspondientes
a la velocidad y la aceleracion.

En general, los mecanismos estan formados por diversas barras y ademas
unidas de forma muy arbitraria, por lo que, al igual que ocurre con el caso del mé-
todo del algebra vectorial, sera necesario disponer de un conjunto de expresiones
gue ha de ser resuelto para definir completamente su cinematica. Esto condiciona
la utilizacion de estos dos métodos —algebra vectorial y trigonométrico—, ya que
resultan largas expresiones y que no son cédmodas para trabajar. Ademas, para
calcular los parametros de la barra de salida del mecanismo, se han de resolver
previamente las barras intermedias. Con respecto al método de la ecuacién de
cierre, aunque también necesita resolver una bateria de ecuaciones y obtener sus
derivadas con respecto al tiempo, las expresiones suelen resultar mas simples,
destacando este método significativamente respecto al resto.

En cuanto a los métodos gréaficos, el método de los cinemas ofrece una reso-
lucién rgpida y clara, mientras que en el de los centros instantdneos de rotacion
—también llamado método de los CIR—, previamente se han de localizar los CIR
asociados a las barras en cuestién. La ventaja de este método de los CIR es que,
desde un punto P con cinemética conocida, resuelve la cinemética de otro punto Q
—perteneciente a una barra no unida directamente a la que contiene a P— sin ne-
cesidad de resolver los puntos intermedios. Sin embargo, es en el estudio de las
aceleraciones donde el método de los CIR muestra grandes dificultades para apli-
carse, siendo el menos indicado para su estudio.

Todo esto permite concluir que, al disponer de una gran variedad de meca-
nismos y con topologia muy diversa, el método analitico de la ecuacion de cierre y
el gréfico de los cinemas sean los mas adecuados y versatiles para estudiar la
cinemética de mecanismos.
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1.2. Ecuaciones de la cinematica

A partir de la conclusion obtenida en el parrafo anterior, en este apartado se des-
criben las nociones basicas necesarias y se indican las ecuaciones que son de
aplicacion para resolver la cinematica en los dos métodos. La resolucion grafica de
las ecuaciones cinematicas permite aplicar la proporcionalidad de vectores, obte-
niendo las rectas de velocidades y aceleraciones. También se incluye la caracte-
ristica que ofrece el teorema de las velocidades proyectadas en la resolucion gra-
fica.

1.2.1. Cinematica relativa entre puntos

Considérese el caso genérico de dos puntos A y B pertenecientes a un soélido con
de movimiento general en el espacio, tal como se muestra en la Figura 1.1, siendo

Ras el vector de posicion entre los puntos Ay By @ag y @ag, la velocidad y acele-
racién angular de la barra, respectivamente.

Z A

(WAB
aAB Trayectoria de B

\\Trayectoria de A

v<

X

Figura 1.1. Velocidades de un punto. Fuente: elaboracion propia

Las expresiones que relacionan la cinematica de estos puntos A y B de la barra
pueden encontrarse en cualquier fuente bibliogréafica y se recopilan a continuacion
por comodidad. Aplicando la cinemética relativa, el movimiento absoluto que des-
cribe el punto B en cada instante es debido a la combinacion del producido por el
punto A —el cual pertenece a la misma barra y sirve de referencia— y del movimien-
to relativo entre ambos, considerado como una rotacion alrededor de este ultimo,
punto A. Esto puede aplicarse también al caso de las velocidades y aceleraciones,
Ecuacion 1.1 y Ecuacién 1.3, respectivamente.

En su movimiento general, los puntos A y B cambiaran a una nueva posicion
en un instante posterior -manteniendo la distancia relativa que los separa—, siendo
vélido el planteamiento indicado. A partir de la Ecuacion 1.2 y Ecuacion 1.6, se

concluye que la velocidad y aceleracion angular de la barra AB, @,g Yy o ag, habra
variado con respecto al instante anterior. (Norton, 1995)
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e Velocidades
\73 :\7A +\7|3/A Ecuacién 1.1
estando representado el término \78,A por:

VB/A = Wpg A ﬁB/A Ecuacién 1.2

Cabe destacar que, en el caso de los mecanismos planos, estas expresiones
se simplifican ligeramente, ya que las velocidades y aceleraciones solo estaran
contenidas en el plano que contiene el mecanismo. En un mecanismo plano, la
velocidad con que giran las barras, @, esta representada por un vector ortogonal
al plano que contiene el movimiento de la barra, y en consecuencia, la velocidad

relativa Vg, sera ortogonal a la trayectoria y estara contenida en el mismo plano

que contiene la trayectoria que describe el punto B con respecto a un observador
colocado en el punto A.

Obsérvese también que, cambiando el punto de referencia a un observador
virtual ubicado en B, se experimenta el mismo comportamiento, pero de signo

contrario, es decir, se cumple que V5 =—Vga -

e Aceleraciones
Ag=A, +Agn Ecuacién 1.3
verificandose, al igual que en el caso de las velocidades, que A,g =—Ag -

Dado que el movimiento relativo entre los puntos B y A puede considerarse
como un movimiento de B con respecto al punto A describiendo una trayectoria
circular, tal como se ha indicado anteriormente en las velocidades, se generan las
componentes normal y tangencial de las aceleraciones. La Figura 1.2 muestra
estas dos componentes para un punto P que se mueve en el plano. Recuérdese
que la componente normal representa la rapidez con que cambia su velocidad y su
sentido viene dado hacia el centro de giro.

AY ]
Trayectoria de P

Aabsoluta

X
0] >

Figura 1.2. Aceleraciones de un punto. Fuente: elaboracién propia
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Por tanto, aplicando este concepto a la Ecuacién 1.3, se tendra:
Aea = Pain + Agi

normal
Las aceleraciones absolutas de los puntos A y B, esto es, AA y AB estaran

definidas por el movimiento que describa la barra a la que pertenecen. Las com-
ponentes de la aceleracion relativa entre los dos puntos se expresan mediante las
expresiones:

Posn
Pein

siendo @Wap y @ag la velocidad y la aceleracion angular, respectivamente.

En un caso arbitrario, un punto de una barra, que puede estar unida a otras
barras, puede describir un movimiento combinado por una translacion y una rota-
cion simultaneamente. La Figura 1.3 muestra la barra 3 que desliza sobre la barra
2, el cual se encuentra articulada en el punto O:. La barra 3 se conecta con la
barra 4 —véase la articulacién P— que gira alrededor de Oz. Sin pérdida de genera-
lidad se considera que los puntos O1 y Oz se articulan al bastidor.

Ecuacién 1.4

tangencial

= Opg A (Dpp A Rpg) Ecuacion 1.5

normal

=apg ARy Ecuacion 1.6
tangencial

A’

Barra 4 Barra 2

Barra 3

Varrastre

Vabsoluta

X
»
>

o

Figura 1.3. Movimiento de arrastre y relativo del punto P. Fuente: elaboracién propia

La velocidad absoluta del punto P viene dada por la rotacion de la barra 4. Sin
embargo, este punto también pertenece a las barras 2 y 3, por lo que representa
un movimiento de arrastre, debido al giro de la barra 2, y un movimiento relativo, al
deslizar la barra 3 sobre la barra 2, cumpliéndose que:

Ve

Ve Ecuacién 1.7

absoluta P arrastre P relativa P barra2 barra3/2
Esta combinacién de movimientos —rotacion de la barra 2 y deslizamiento de la
barra 3— provoca la aparicion del término de la aceleracion de Coriolis,

Acorivlis = 2@y rasre A Vienativa- AST pues, de forma general, la aceleracién absoluta de
un punto —como el P mostrado en la Figura 1.3— vendra dada por la expresion:
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barra 2 — (bara2 — (barra3/2 -

A

absoluta
En el caso mas general en el que los puntos O1 y Oz de la Figura 1.3 no per-
manezcan fijos, es decir, se unan a otras barras con movimiento, sera necesario
aplicar la composicion de velocidades y aceleraciones de O1 y Oz con respecto a
puntos de sus respectivas barras para obtener su cinematica absoluta, aplicando
la Ecuacién 1.1y Ecuacion 1.3.

Ecuacién 1.8

normal tangencial relativa Coriolis

1.2.2. Método de la ecuacidon de cierre

Considérese el caso del vector de posicidn genérico que relaciona el punto A res-
pecto del punto de referencia O, Figura 1.4.

Y
A A
Ry _________
1
R |
|
1
o
| X
o) s >
Rx

Figura 1.4. Sistema de referencia cartesiano y polar. Fuente: elaboracion propia

Para expresarlo en forma compleja, puede hacerse uso de la notacién de Euler,
Ecuacion 1.9, que permite expresar el vector de posicién de un modo mas conve-
niente en forma exponencial, es decir:

Euler — €'’ =cos#+ jsend Ecuaci6n 1.9
R, = Re!? = (Rcos@ + Rsend) = Rcosd + jRsend Ecuacion 1.10
siendo j=\/—_1.

Para resolver las expresiones cineméticas indicadas previamente en la Ecua-
cion 1.1 y Ecuacion 1.3, el método de la ecuacion de cierre se basa en formar un
lazo cerrado —o formar dos lazos abiertos diferentes con origen y destino comu-
nes— para construir una ecuacion vectorial. La Figura 1.5 muestra un ejemplo para
un lazo cerrado entre los puntos A y C. (Calero Pérez & Carta Gonzalez, 1998)
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R2 C

us]

R1 Ra

A
D

Figura 1.5. Ecuacién de cierre entre dos puntos: Ay C. Fuente: elaboracién propia

ﬁABC = ﬁADC - Iil + ﬁz = |§3 + |§4 Ecuacion 1.11

Esta expresion ha de ser resuelta simultdneamente en el campo real y comple-
jo, por lo que debera descomponerse en componente real e imaginaria, generando
un sistema de dos ecuaciones.

Dado que, en todo mecanismo, una barra permanece inmévil por ser bastidor,
y para un mecanismo de GDL = 1, es decir, la barra de entrada es totalmente co-
nocida en orientacion, velocidad y aceleracion —esto es, se desconocen N-2 ba-
rras—, el nimero minimo de lazos necesarios para resolver un mecanismo de N
barras viene dado por:

N-2

Num_ Lazos= Ecuacion 1.12

En consecuencia, sera necesario disponer de un sistema de N ecuaciones de
lazo con 2N incégnitas, ya que, considerando que cada vector aporta una compo-
nente real y una imaginaria, se dispondrd de un sistema de 2N ecuaciones y 2N
incognitas que deberé resolverse.

Para el calculo de las velocidades y las aceleraciones se hace uso del mismo
planteamiento, considerando las sucesivas variaciones del vector de posicién res-
pecto al tiempo, Ecuacion 1.10. Para el estudio de las velocidades se tendra:

A _OR, _d Rel? :d_Rejg + Ri(ejg)zd_Reje + RE(J ) Ecuacién 1.13
d dt dt dt dt dt

. dR . d@
Aplicando la notacion R = ’m y €= ot para simplificar los términos resulta:

V, =Re!? + RjG!’ Ecuacion 1.14
obteniendo la expresion genérica de la velocidad absoluta para un punto, como
resultado del cambio del médulo y dngulo, es decir, una velocidad de elongacion y
una velocidad de rotacion:

A Rel? Ecuacion 1.15
lineal

VA = RJ-‘%JH Ecuacién 1.16

tangencial
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Derivando la expresién de las velocidades respecto al tiempo, Ecuacién 1.14,
se obtiene la correspondiente para las aceleraciones:

dVi d(sip ooaie
=—A=—|Re! +Rj&R" )=
ATt dt( e
_dRgio Ri( 1% +d—Rj¢9’e19 + Rjd—‘gei“? + Rje'i(ei“’)
dt dt dt dt dt
Mediante el cambio de notacion dado por la segunda variacién con respecto al

Ecuacién 1.17

. drR . ) .
tiempo de los parametros, R = L:j_t y 0 :d_é? y siendo 12 =-1 gqueda:

dt
A, =Rel? + 2RjG!’ + Rjée!? —RO%1’ Ecuacion 1.18
en la que cada término corresponde con:
- o
A _=Re Ecuacién 1.19
elongacion
\n =—-R@%? Ecuacion 1.20
normal
- g
Aa _=Rjée’ Ecuacién 1.21
tangencial
Al = 2Rj G’ Ecuacion 1.22
Coriolis

La Ecuacion 1.14 y Ecuacion 1.18 representan la velocidad y aceleracion, res-
pectivamente, para un vector de posiciobn que relaciona el punto A respecto al
punto de referencia O, véase la Figura 1.4.

1.2.3. Método gréfico de los cinemas

La resolucion de la cinematica mostrada en la Ecuacién 1.1 y Ecuacién 1.3, y es-
tando constituidas por vectores, también pueden ser resueltas mediante un trata-
miento gréafico. Esto requiere el empleo de escalas para representar los vectores
de las velocidades y las aceleraciones, lo que implica errores de precision en reso-
luciones sin software especifico.

En el caso de las velocidades, la expresion Vg =V, +Vg,, Se resuelve gene-

ralmente —salvo excepcion de ejemplos concretos o modificacién de los datos
conocidos por otros desconocidos— mediante la interseccion de dos rectas que
presentaran un punto de corte. Una de ellas viene impuesta por la direccion de

Vga » Ya que, generalmente, al ser w,g desconocida, aquella no es conocida. La
segunda recta de corte la proporciona la parte izquierda de la ecuacion, es decir,
Vg, de la cual, se tendra la direccion conocida. Para resolver la velocidad de giro

: . \Y
de la barra, se aplica la expresion w,g = —22

RB/A
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En el caso de la Figura 1.3, en la que se presenta un movimiento de arrastre y
relativo en un punto, se cumple la proyeccion mostrada de las velocidades para
obtener la velocidad absoluta.

Analogamente, para las aceleraciones, la Ecuacion 1.3, Ag = A, + Agjs , tam-
bién puede ser resuelta considerando que la aceleracion relativa entre dos puntos

viene dada por su componente normal y tangencial, Aga = Agia +Aga

normal tangencial’

véase la Ecuacion 1.4, siendo el término Agjs = g A (@pg A Rag) conocido

normal
a partir del calculo de las velocidades, mientras que la componente

Agin o a5 A Rap €s ortogonal a la barra y generalmente no sera conocida,
tangencia

ya que se desconoce a,g. Esto determina una recta que debera cortarse con otra
recta procedente de la condiciéon impuesta por la parte izquierda de la Ecuacion
1.3, es decir, AB Una vez resueltas estas aceleraciones, el célculo para la acele-
racion angular de la barra, a,g, es inmediato, ya que se cumple que:

A e 5
tangencial Ecuacién 1.23

Opp =
RAB

Al igual que se ha expuesto anteriormente en el método de la ecuacion de cie-

rre, el caso de un movimiento no inercial, Figura 1.3, con un punto P que dispone

de un movimiento de arrastre y otro relativo, en el estudio gréfico, las componen-

barra2 , . P
tes , al depender de los parametros de velocidad, seran total-
normal Coriolis
. . . — |barra2
mente conocidas, mientras que se desconocen los moédulos de Ay "
tangencia
- (barra3/2 . . . . — |barra2 ;
~, aunque siendo conocidas sus direcciones. El vector sera
relativa tangencial

ortogonal a la barra de arrastre y A,

barra3/2

estara alineada. Con ello, se deduce
relativa

gue la resolucion grafica vendra dada por la interseccion de estas dos rectas en el
croquis de aceleraciones, que seran ortogonales entre si.

Para iniciar la representacion de los vectores en el grafico se hace uso del polo
de velocidades y aceleraciones, respectivamente. Desde estos puntos parten las
velocidades y aceleraciones absolutas, mientras que las componentes relativas
partirdn de sus extremos. Es importante destacar que en el caso de que se conoz-
ca como dato del problema, una velocidad —o aceleracion- relativa, sera necesario
iniciar la resolucién de las ecuaciones mediante la representacion de este vector
desde el polo de velocidades —o polo de aceleraciones—, por lo que en estos casos
no incumple la propiedad de que las velocidades —o aceleraciones— absolutas
tienen su origen en el polo.
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La caracteristica que destaca en este método, es que los puntos que pertene-
cen a una misma barra del mecanismo, tienen asociado un poligono —obviamente
a escala— que se corresponde con los extremos de las velocidades —y también en
las aceleraciones— absolutas, que recibe el nhombre de cinema de velocidades
-y también de aceleraciones—. Estos cinemas pueden obtenerse graficamente a
partir de la velocidad y aceleracién conocidas de dos puntos de la misma barra, y
permite resolver la de cualquier otro punto de esta misma barra sin necesidad de
aplicar la composicién de velocidades y aceleraciones relativas, mostradas en la
Ecuacion 1.1 y Ecuacidn 1.3, siendo un proceso muy rapido.

1.2.4. Teorema de las velocidades proyectadas

Las barras de los mecanismos se consideran como cuerpos sélidos, rigidos e in-
deformables, lo que permite asegurar que la distancia relativa entre los puntos de
una misma barra no cambia. Esto se conoce como condicion cinematica de rigidez
y como consecuencia, se cumple el teorema de las velocidades proyectadas, afir-
mando que, todos los puntos de una misma barra, tendran la misma proyeccion de
la velocidad absoluta sobre la linea que los une. Al ser la barra indeformable, la
velocidad en la direccién de la barra de un extremo ha de ser la misma que la del
otro extremo en esa direccion.

Véase la Figura 1.6 en la que se muestra una barra con los puntos A, By Cy
que describe un movimiento general plano, por lo que puede considerarse que
forma parte de un mecanismo. En su movimiento, que estara condicionado por las
uniones a otras barras del mecanismo, se cumple que, la proyeccion de las veloci-
dades de estos puntos sobre la linea ABC es la misma para cada instante de
tiempo, es decir,

Va ProyABC =Ve ProyABC :\7‘: ProyABC Ecuacion 1.24
Y A
VA ProyAB VB‘ProyABC
A VC‘ProyABC
Va

Figura 1.6. Velocidades proyectadas en puntos de una barra. Fuente: elaboracion propia

Esta propiedad puede aplicarse en la resolucion de las velocidades mediante un
tratamiento grafico. Siendo conocidas las velocidades absolutas de dos puntos Ay

B de una barra, V, y Vg, permite relacionar sus respectivas proyecciones,
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V, y Vg , CON respecto a un tercer punto de la barra, punto C en la
ProyABC ProyABC

Figura 1.6, en la linea que une cada punto Ay B con el punto C, cuya velocidad se
quiere obtener, V.. En el caso general en que los puntos A, B y C no estén ali-

neados, las lineas AB, BC y AC, ofreceran lineas ortogonales a estas proyeccio-
nes y las cuales contendran a la velocidad buscada —tendran un punto de inter-

seccién que marcara el extremo de V. —.

1.2.5. Rectas de velocidad y aceleracién

Aplicando la composicién de velocidades y de aceleraciones para puntos de una
misma barra, se cumple que las velocidades y aceleraciones absolutas de los
puntos se localizan en una linea. A estas lineas se les denomina recta de veloci-
dades y recta de aceleraciones. Es en realidad, la propiedad geométrica del poli-
gono de velocidades y de aceleraciones, también llamados cinemas.

Para comprobar esto considérese los puntos mostrados en la Figura 1.7, en
gue los puntos C y B de la barra describen una rotacion relativa en torno al punto

A, y este dispone de una velocidad de arrastre \7A . Por tanto, desde un observa-

dor ubicado en A verd girar la barra AB, permitiendo aplicar la proporcionalidad en
las velocidades relativas. La composicion de velocidades en cada punto, en la
forma de la Ecuacién 1.26, resuelve las velocidades absolutas de estos puntos,
observandose que se encuentran sobre la recta de velocidades.

Y 4 Recta de

o
K

o
K
o

o
K
ot

.
o

- Recta de
velocidades

‘7><

0]

Figura 1.7. Recta de velocidades en puntos de una barra. Fuente: elaboracion propia
Vg =V, +Vga =V, +@ap A Rpg Ecuacion 1.25
Ve =V, +Vga =V, +@ap A Rac Ecuacion 1.26

Estando los vectores R,z ¥ R, alineados en la misma direccién, versor U,
se puede considerar en médulo y despejando la velocidad de rotacion:

11



Problemas resueltos de mecanismos planos: ecuacién de cierre y cinemas

V
_ _ Vg
Vea = @ppRag = @pp =
Ras L
v Ecuacién 1.27
_ _ Vo
Vo = @acRac = @ac =
Rac

Pero siendo @,z = @, S€ tiene que:

Vea _ Voa Rac
Opg = Opc —> —2 = =2 5V p =Vgp —2= Ecuacion 1.28

RAB AC AB

Llamando K a la relacién de distancias, K = —2< | |a velocidad de C, Ecuacién

AB
1.26, queda expresada mediante:
-~ - -~ - R .
Ve =Va+Von =Va +Vaa R_AC =Va +VgaK Ecuacién 1.29
AB

obteniéndose que: 1.- el vector velocidad relativa \75,A tiene la misma direccién
que \7C/A, 2.- en la representacion gréafica desde el polo de velocidades, \7A , \7B y

\7C estaran alineadas y 3.- el punto C divide al segmento AB en la misma propor-
cion que la barra del mecanismo

‘VC _VA‘ Rac i6
m——=—-=K Ecuacién 1.30
‘VB _VA‘ RAB

En el caso de las aceleraciones también se obtiene un resultado equivalente.
La Figura 1.8 muestra la aceleracién del punto A y la relativa de los puntos de la
barra, respecto a A. Desde la composicion de las aceleraciones, la aceleracion
absoluta de los puntos se encuentra en una recta.

Y A
Recta de
proporcionalidad,.~y Ag/a
A"\ Ap/A B
TR O >
AB K3 O~
Opp " o W
A N /' 'As
Ac _ L Asia A
Qon An - Aa
@Dop Pie A, Abia
: .2 Acia PA
“ Recta de aceleraciones X
o >

Figura 1.8. Recta de aceleraciones en puntos de una barra. Fuente: elaboracién propia
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Esto puede justificarse con expresiones matematicas. Aplicando la Ecuacion
1.3:

Ac =An + Aga =An + Aga angenci
gencial

donde las componentes normal y tangencial son:

+Aga

normal

Ecuacién 1.31

=—a),§BRAC Ecuacion 1.32

Acia _=dag ARAC Ecuacion 1.33
tangencial

Si C esté en la linea definida por la barra ACB, aplicando la constante de pro-

R - -
porcionalidad K = —2% de modo que R,c = KR,g, la Ecuacion 1.31 queda:

AB

A = Ay — @25Rac + @pp A Rac = Ay — 025KR g + dipg A KRpg Ecuacion 1.34
Factorizando:

Ac=A,+ K(— @35R A + Gipg A §AB): A, +KAg A Ecuacion 1.35

cumpliéndose que ,&C - AA = K(AB - AA).

Esto indica que: 1.- los extremos de las aceleraciones absolutas forman una li-
nea recta que es llamada recta de aceleraciones, 2.- el cinema ACB sera propor-
cional a la barra y 3.- el cinema ACB no sera ortogonal a la barra, tal como ocurre
con las velocidades, estando girado con un angulo y que depende de la relacién
entre la aceleracién angular « vy la velocidad angular w:

a i

tagy = E Ecuacion 1.36
Se concluye, por tanto, que los extremos de las velocidades absolutas y acele-

raciones absolutas representadas sobre los puntos de la misma barra, han de

estar sobre una linea. Esto es interesante a destacar, ya que conocidas las veloci-

dades y las aceleraciones de dos puntos de una misma barra, puede emplearse

para resolver un tercer punto de forma inmediata.

13






2
Recipiente de residuos

En este problema se aplica la metodologia de andlisis cinematico en modo claro y
sencillo, sobre el mecanismo de cuadrilatero articulado, ya que dispone de pocas
barras —esta formado por 4 barras unidas por articulaciones con posibilidad de
giro—y tan solo tiene un grado de libertad. La resolucion se realiza en dos metodo-
logias: 1.- mediante ecuaciones analiticas con el método de lazo vectorial y 2.-
mediante resolucién gréfica de los cinemas, proporcionalidad y el teorema de las
velocidades proyectadas. La ventaja del primero de ellos es el empleo de expre-
siones matematicas que relacionan la posicion y la cinematica de los puntos, por lo
que en un primer paso se emplea para dimensionar el mecanismo y cumplir las
premisas de disefio y funcionalidad en su punto de maxima abertura. Una vez
introducida la formulaciébn matematica para este problema se aplica nuevamente
para resolver la posicidn intermedia del recorrido, obteniendo la posicion, veloci-
dad y aceleracion de todos los puntos y barras. Para los puntos, se emplean las
expresiones de lazo abierto en cada uno de ellos, respecto de un punto fijo.

En la segunda parte del problema, para resolver la composicion de velocida-
des y aceleraciones, se aplica la resolucion grafica para calcular rapidamente la
velocidad y aceleracion de los puntos y barras. En las barras que giran respecto
de un punto fijo, como es la tapa y el pedal, ademas de emplear el cinema, se
incluye la resolucién cinematica mediante la proporcionalidad de vectores, ya que
se muestra claramente la direccion, sentido y médulo de la velocidad y aceleracién
de los puntos, lo que ayuda en la asimilacion y comprension del movimiento. Ade-
mas, se aprovecha la capacidad gréfica para resolver cGmodamente cualquier
punto de una barra a partir de los valores conocidos de solamente dos puntos, sin
necesidad de repetir nuevamente el proceso para esos nuevos puntos. Como
complemento también se aplica el teorema de las velocidades proyectadas.
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Se necesita dimensionar el sistema de abertura de la tapa de un cubo de des-
hecho que es accionado mediante un pedal. El sistema mecéanico seleccionado es
un mecanismo de 4 barras como el representado en la Figura 2.1, del que se trata
de mejorar la estética-comodidad del pedal, palanca EA, y reubicar la articulacién
O a una zona mas baja sin comprometer la funcionalidad, es decir, el angulo de
abertura de la tapa.

Barra 5

Barra 3

Ah 5 Barra 2
@) E

Figura 2.1. Recipiente de residuos y esquema cinematico. Fuente: fotografia propia

Haciendo uso del diagrama esquematico, donde los puntos O y C son articulacio-
nes unidas al bastidor y ubicando la articulacion O en el mismo plano horizontal
que contiene al eje de las ruedas, se pide:

2.1. Aplicacion de la metodologia de la ecuacion de cierre, tomando la barra 2
como accionamiento del sistema:

2.1.1. Dimensionar las longitudes de las barras 2 y 3 cumpliendo las siguientes
premisas:

» En su posicion habitual de reposo, posiciéon A, la tapa —barra 5— es hori-
zontal, la barra 3 es practicamente vertical y el angulo de la barra 2 respec-
to a la horizontal es 6, =—3.71° para facilitar el accionamiento.

» Las dimensiones conocidas para el disefio son: Leco = 550 mm,
Les = 77.31 mm, Locx = 230 mm, Locy = 1190 mm y Loe = 396 mm.

*= Para una rueda de 150 mm de radio, en su posicion de accionamiento ma-
ximo, identificada como posicion B, el punto E no puede sobrepasar el ni-
vel del suelo.
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2.1.2. Resolver los angulos de la barra 3 y barra 5 para la posicion abierta, posi-
cion B, teniendo en cuenta que el punto E no sobrepase la cota del suelo. Obtener
las coordenadas de los puntos en este instante respecto al punto de referencia O y
el vector de posicién.

Para el instante en que el pedal se encuentra en el punto medio de su recorri-
do, considerando que el movimiento del pedal se realiza con una velocidad cons-
tante de 1 9/s, se pide:

2.1.3. Determinar la velocidad de rotacion de las barras y la velocidad absoluta de
los puntos con respecto al origen O.

2.1.4. Obtener la aceleracion angular de las barras y la absoluta de los puntos,
tomando como referencia el origen O.

2.2. Aplicacién de la metodologia de resolucion grafica con empleo de la técnica
de proporcionalidad segun viabilidad:

2.2.1. Velocidad absoluta de puntos y de barras mediante los métodos de los ci-
nemas y velocidades proyectadas.

2.2.2. Aceleracion absoluta de puntos y las barras con la metodologia de los cine-
mas.
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2.1. Célculo cineméatico mediante ecuacién de cierre

2.1.1. Dimensionado de las barras

La ecuacién de cierre que enlaza los puntos permite expresar matematicamente la
relacion geométrica que ocupan en el plano del movimiento en cualquier instante
de tiempo. Por tanto, para determinar las longitudes de las barras 2 y 3, barras OA
y AB, es necesario plantear la ecuacion de lazo vectorial para el sistema mecanico
y que contenga a estas barras. Aunque puede seleccionarse el vector

ﬁoc = ﬁl +R,, ya que es totalmente conocido, en vistas a resolver los sistemas
de ecuaciones de modo mas eficiente, se conveniente emplear su descomposicion
en los ejes horizontal y vertical, es decir, F_il y §4, como se puede comprobar en
este problema. El lazo de cierre es:

Figura 2.2. Vectores para la ecuacion de cierre. Fuente: elaboracion propia
ﬁz + F§3 = ﬁl + §4 + §5 Ecuacion 2.1
Expresandola en forma exponencial y descomponiendo en parte real e imagi-

naria, ya que solamente se cumple este lazo si se verifica simultdneamente en
ambas componentes, resulta:

R,e% + Re!” = Rie'® + R,e!% + Rse!* Ecuacion 2.2
R,(cos b, + jsen 8,) + Ry(cos &; + jsen ;) =
=R, (cos &, + jsen §,) + R, (cos &, + jsen 8,) + Ry (cos &; + jsen &)
Separando en parte real y en parte imaginaria:
R, cosd, + R;cosf; = R, cosd, + R, c0sd, + R; cosd;
R,send, + R;send, = Rsend, + R,send, + R.sené, }

Ecuacién 2.3

Ecuacién 2.4
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